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Resumo
A aplicac¸a˜o de modelos matema´ticos na a´rea da epidemiologia e´ uma a´rea de investigac¸a˜o
em pleno desenvolvimento. Neste trabalho comec¸a-se por rever os modelos existentes na
literatura sobre a transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA. De seguida, propo˜em-se treˆs modelos
(Modelos I, II e III) para a dinaˆmica da transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA.
O Modelo I descreve a dinaˆmica da transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA a partir das ce´lulas T
CD4+ espec´ıficas, restritas a uma u´nica populac¸a˜o de ce´lulas auxiliares. O comportamento
dinaˆmico do modelo, para valores do nu´mero de reproduc¸a˜o, R0, inferiores a 1, sugere a
existeˆncia do feno´meno de bifurcac¸a˜o subcr´ıtica. Os resultados da variac¸a˜o do per´ıodo de
lateˆncia das ce´lulas infetadas e o per´ıodo de produc¸a˜o de part´ıculas de v´ırus livre sugere que
uma boa estrate´gia para controlar a propagac¸a˜o do v´ırus HIV/SIDA seja o uso de drogas
que prolonguem o per´ıodo de lateˆncia e/ou diminuam a produc¸a˜o de v´ırus.
O Modelo II para a dinaˆmica da transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA modela o comportamento
das populac¸o˜es quando sujeitas a` infec¸a˜o do v´ırus, considerando o tratamento, a transmissa˜o
vertical e o uso ou na˜o de preservativo. O aumento da taxa dos indiv´ıduos infetados,
traduz-se na diminuic¸a˜o das proporc¸o˜es de infetados, que usam ou na˜o preservativos, e
num aumento dos indiv´ıduos tratados e dos pacientes com SIDA. Um aumento da taxa de
contacto de suscet´ıveis que na˜o usam preservativo, em relac¸a˜o aos infetados que na˜o usam
preservativo, conduz ao aumento do nu´mero destes infetados e do nu´mero de tratados. O
mesmo comportamento e´ observado quando se aumenta o nu´mero me´dio de parceiros sexuais
nas populac¸o˜es suscet´ıveis e infetadas.
O Modelo III estuda a coinfec¸a˜o da mala´ria e do HIV/SIDA. Analisa-se o comportamento
do modelo para diferentes condic¸o˜es iniciais, nu´mero de reproduc¸a˜o e valores de paraˆmetros.
Uma diminuic¸a˜o da atividade sexual devido a` mala´ria traduz-se numa diminuic¸a˜o dos seres
humanos infetados apenas com HIV, dos duplamente infetados com mala´ria e HIV, sem
sintomas de SIDA, e dos infetados so´ com mala´ria. O aumento da mortalidade relacionada
com o HIV conduz a uma diminuic¸a˜o dos indiv´ıduos infetados apenas com HIV e dos
duplamente infetados com mala´ria e HIV, sem sintomas de SIDA, e num aumento dos
infetados com mala´ria.
Conclu´ı-se assim que os modelos apresentados nesta tese esta˜o matematicamente e epide-
miologicamente bem definidos.
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Abstract
The application of mathematical models in epidemiology is a research area in full develop-
ment. In this thesis, we begin by reviewing the existing models in the literature, concerning
the dynamics of transmission of HIV/AIDS. Then, are proposed three models (Models I, II
and III) for the transmission dynamics of HIV/AIDS.
Model I describes the dynamics of the transmission of HIV/AIDS from cells T CD4+ specific
restricted to a single population of helper cells. The dynamic behavior of the model, for
values of the reproduction number, R0, less than 1 suggests the existence of a phenomenon of
backward bifurcation. The results of the variation of the latency period and the production
period suggests that a good strategy to control the HIV/AIDS should focus on drugs to
prolong the latent period and/or slow down the virus production.
Model II for the transmission dynamics of HIV/AIDS focus on the behavior of populations
subjected to virus infection, considering the treatment for HIV, vertical transmission and
use of condoms. The increased rate of infected individuals translates into decreased propor-
tions of infected, that use or not use condoms, and an increase of treated individuals and
patients with AIDS. An increase in the contact rate of susceptibles, that don’t use condom,
comparatively to the proportion of infected that don’t use condoms, leads to the increase of
these infected individuals as well as treated individuals. The same behavior is observed when
increasing the average number of sexual partners in te susceptible and infected population.
Model III studies the co-infection of malaria and HIV/AIDS. It analyses the behavior of the
model for different initial conditions, reproduction number and parameter values. A decrease
in sexual activity due to malaria translates into a decrease of humans only infected with HIV,
co-infected with malaria and HIV individuals, without symptoms of AIDS, and individuals
only infected with malaria. The increased mortality associated with HIV leads to a decrease
in HIV only infected individuals, the co-infected with malaria and HIV individuals, without
symptoms of AIDS, and an increase in the infected with only malaria individuals.
We conclude that the models presented in this thesis are mathematically and epidemiologi-
cally well posed.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
1.1 A epidemiologia
A epidemiologia estuda a incideˆncia das doenc¸as transmiss´ıveis em grandes populac¸o˜es. Ao
longo dos anos, os epidemiologistas recorreram a` estat´ıstica para descrever os seus dados
e formular as suas hipo´teses. A epidemiologia cla´ssica esta´ muito associada a` descric¸a˜o do
nu´mero de casos de doenc¸a por milhares de habitantes, por a´rea geogra´fica e/ou unidade de
tempo. Esta descric¸a˜o pode-se resumir a simples gra´ficos de barras, te´cnicas de mapeamento
ou mesmo a sofisticados me´todos de ana´lise multivariada. Nas u´ltimas de´cadas, houve
tambe´m avanc¸os significativos na compreensa˜o da propagac¸a˜o das doenc¸as transmiss´ıveis
em grandes populac¸o˜es, resultantes da aplicac¸a˜o de modelos matema´ticos. As concluso˜es
destes estudos sa˜o important´ıssimas, desempenhando um papel importante na concec¸a˜o dos
programas de controlo de doenc¸as transmiss´ıveis nos pa´ıses desenvolvidos.
A infec¸a˜o, patologia e sintomatologia da maioria das doenc¸as infeciosas humanas sa˜o ra-
zoavelmente compreendidas. Este conhecimento, pore´m, na˜o e´ suficiente para prever a
forma como a doenc¸a se vai propagar numa grande populac¸a˜o. Para isso, ha´ que ter
em considerac¸a˜o fatores que complicam consideravelmente a investigac¸a˜o. Estes fatores
sa˜o a biologia do agente infecioso (ciclo de vida, vulnerabilidade a fatores clima´ticos), as
carater´ısticas demogra´ficas da populac¸a˜o infetada (natalidade, mortalidade de infetados e
na˜o infetados, estrutura eta´ria, distribuic¸a˜o no espac¸o), aspetos comportamentais (taxas
de contacto entre indiv´ıduos, higiene, entre outros) e, evidentemente, eventuais medidas
de controlo (vacinac¸a˜o, isolamento de infetados, entre outros). A complexidade do as-
sunto impossibilita, portanto, que se possa prever o curso de uma epidemia, por exemplo,
baseando-nos apenas na intuic¸a˜o. Pelo contra´rio, e´ necessa´rio integrar toda a informac¸a˜o
relevante de forma eficaz e esta integrac¸a˜o pode ser feita atrave´s de modelos matema´ticos. A
matema´tica oferece os instrumentos mais adequados a` expressa˜o de relac¸o˜es complexas, de
uma forma que torna relativamente fa´cil avaliar as consequeˆncias dessas relac¸o˜es. Trata-se
de uma cieˆncia que obriga a expor com a ma´xima exatida˜o os fatores que determinam a
epidemiologia da doenc¸a e permite investigar as suas consequeˆncias. Na˜o seria imposs´ıvel
expor verbalmente as informac¸o˜es contidas nas equac¸o˜es dos modelos matema´ticos, mas a
matema´tica oferece uma forma mais poderosa e concisa de transmitir estas informac¸o˜es.
Os modelos usados frequentemente para descrever a dinaˆmica das doenc¸as transmiss´ıveis
sa˜o do tipo compartimental. A populac¸a˜o e´ dividida em categorias ou compartimentos.
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Estes compartimentos teˆm em atenc¸a˜o o percurso por que passa um indiv´ıduo infetado e
a forma como a infec¸a˜o se transmite. Numa populac¸a˜o muito grande, a transfereˆncia de
indiv´ıduos entre compartimentos e´ um feno´meno cont´ınuo. E´, por isso, poss´ıvel representar
matematicamente a variac¸a˜o do nu´mero de indiv´ıduos dentro de cada compartimento,
a` medida que o tempo passa, por sistemas de equac¸o˜es diferenciais. Estes sistemas de
equac¸o˜es podem ter soluc¸a˜o anal´ıtica mas, quando o modelo tem um mı´nimo de realismo,
isso raramente acontece e torna-se necessa´rio implementar computacionalmente o sistema
de equac¸o˜es.
A aplicac¸a˜o deste tipo de modelos matema´ticos a` epidemiologia e´ uma a´rea de investigac¸a˜o
em pleno desenvolvimento. Os primeiros modelos que surgiram sa˜o designados de modelos
SIS (suscet´ıveis – infetados - suscet´ıveis). Este tipo de modelos e´ apropriado para va´rias
doenc¸as causadas por agentes bacterianos, nas quais a recuperac¸a˜o na˜o protege contra uma
reinfec¸a˜o. Existem ainda os modelos SIR (suscet´ıveis – infetados – recuperados) e SIRS
(suscet´ıveis – infetados – recuperados - suscet´ıveis) que sa˜o alternativos aos modelos SIR.
Alguns autores propo˜em os modelos SIQS e SIQR, que introduziram o compartimento de
quarentena, Q. Outros tipos de modelos abordados foram os modelos SIS-VS (suscet´ıveis -
infetados – suscet´ıveis – vacinac¸a˜o), SEIR (suscet´ıveis – expostos - infetados - recuperados),
MSEIRS (imunes - suscet´ıveis – expostos - infetados – recuperados - suscet´ıveis), MSEIR
(imunes - suscet´ıveis – expostos - infetados – recuperado) e os modelos acoplados.
A SIDA e´ uma doenc¸a transmiss´ıvel e, como tal, descrita por modelos matema´ticos com-
partimentais. Esta doenc¸a e´ um dos grandes problemas de sau´de global dos nossos tempos,
o que a torna um aliciante objeto de estudo de va´rios autores, existindo muitos estudos
recentes nesta a´rea [6, 12, 17, 18, 31, 33, 44, 48, 56, 60, 65].
1.2 Funcionamento do sistema imunolo´gico com HIV
A SIDA e´ o s´ındrome da imunodeficieˆncia adquirida, isto e´, e´ uma doenc¸a infeciosa cau-
sada pelo v´ırus da imunodeficieˆnica, denominado HIV. O v´ırus tem um longo per´ıodo de
incubac¸a˜o antes do surgimento dos sintomas da doenc¸a e da infec¸a˜o das ce´lulas do sangue
e do sistema nervoso. A fase final da infec¸a˜o do HIV e´ denominada por SIDA. Esta fase
ocorre quando a densidade de ce´lulas T CD4+ , que normalmente e´ de 1000 ce´lulas/mm3
de sangue, atinge um nu´mero abaixo de 200 ce´lulas/mm3 de sangue. Por isso, uma pessoa
pode ser portadora do v´ırus sem necessariamente estar com SIDA.
O HIV danifica e, por fim, destro´i o sistema imunolo´gico. Este processo e´ extremamente
complexo, uma vez que o HIV afeta uma grande variedade de elementos do sistema imu-
nolo´gico e os seus efeitos alteram-se de acordo com o momento da infec¸a˜o.
O sistema imunolo´gico e´ composto por va´rios leuco´citos e o´rga˜os especiais, que defendem o
organismo contra bacte´rias e v´ırus. O HIV e´ um v´ırus potente que se reproduz dentro de
determinados leuco´citos, destruindo-os. Essa perda de leuco´citos pode provocar a debilidade
do sistema imunolo´gico, a ponto deste na˜o conseguir defender o organismo de doenc¸as.
O HIV tem como alvo principal os leuco´citos com recetores CD4+, conhecidos como ce´lulas
T CD4+ ou linfo´citos T. O HIV infeta diversos tipos de ce´lulas T CD4+, mas o seu alvo
principal e´ a ce´lula T CD4+ auxiliar. O linfo´cito T auxiliar e´ a ce´lula que interage com
os macro´fagos, reconhecendo ep´ıtopos particulares, selecionando e ativando os mecanismos
efetores apropriados. Os mono´citos e os macro´fagos sa˜o leuco´citos que atacam organismos
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estranhos. Como tal, o HIV pode, por exemplo, enfraquecer a capacidade destas ce´lulas,
de eliminar microbacte´rias que podem causar infec¸o˜es fatais. As ce´lulas T CD4+ auxiliares
sauda´veis libertam substaˆncias qu´ımicas especiais denominadas de citocinas, que estimulam
as ce´lulas-B, os linfo´citos T citoto´xicos (CTL) e outros aliados do sistema imunolo´gico que
tentam combater o v´ırus, produzindo anticorpos. As ce´lulas apresentadoras de antige´nios
(APC) sa˜o ce´lulas capazes de prender fragmentos de antige´nio nas suas membranas. Estas
ce´lulas sa˜o centrais no desenvolvimento da resposta imunita´ria, porque em contacto com as
ce´lulas T CD4+, ativam-nas.
As ce´lulas-B sa˜o leuco´citos que produzem anticorpos. Embora estas ce´lulas na˜o sejam
infetadas pelo HIV, o seu funcionamento pode ser debilitado.
Os linfo´citos T citoto´xicos produzem perforinas e outras prote´ınas que matam as ce´lulas
infetadas por v´ırus HIV. Os linfo´citos T supressores teˆm a func¸a˜o de moderar ou suprimir
a resposta imunita´ria, tornando mais lenta a divisa˜o celular. Estas ce´lulas agem atrave´s
da inativac¸a˜o dos linfo´citos T citoto´xicos e auxiliares, limitando a ac¸a˜o deles no organismo.
Por outro lado, os linfo´citos T de memo´ria sa˜o ce´lulas preparadas para responder mais
rapidamente e com maior intensidade perante uma nova exposic¸a˜o do mesmo antige´nio.
A diminuic¸a˜o das ce´lulas T conduz a` reduc¸a˜o da capacidade de desenvolvimento de anti-
corpos para novos agressores, ao anormal funcionamento dos macro´fagos e a` reduc¸a˜o na
produc¸a˜o de mensageiros qu´ımicos.
Conclui-se que, quando o v´ırus danifica e destro´i as ce´lulas T CD4+ auxiliares, todo o
sistema imunolo´gico e´ destru´ıdo. Desta forma, quanto mais cedo a presenc¸a do v´ırus for
detetada no organismo, mais eficiente sera´ o tratamento. A SIDA e´ considerada uma doenc¸a
de perfil cro´nico, ou seja, uma doenc¸a que na˜o tem cura, mas tem tratamento. Atualmente,
o tratamento da infec¸a˜o do HIV consiste na administrac¸a˜o de dois tipos de drogas: os
inibidores de transcriptase reversa e os inibidores de protease. Os inibidores de transcriptase
reversa impedem a ac¸a˜o da transcriptase reversa e, consequentemente, a produc¸a˜o do DNA
viral a partir do seu RNA. Dessa forma, embora consiga entrar na ce´lula, o v´ırus torna-se
incapaz de fazeˆ-la produzir co´pias de si mesmo. Por sua vez, os inibidores de protease anulam
os efeitos dessa enzima, impedindo a produc¸a˜o da prote´ına gp-120. Sem essa prote´ına,
os novos v´ırus gerados na˜o conseguem fixar-se na membrana das ce´lulas T CD4+ e, por
conseguinte, sa˜o incapazes de infeta´-las.
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Cap´ıtulo 2
Modelos matema´ticos para o v´ırus
HIV e ce´lulas T
Neste cap´ıtulo faz-se uma revisa˜o de artigos existentes na literatura sobre a evoluc¸a˜o do
v´ırus HIV/SIDA.
A modelac¸a˜o matema´tica de epidemias apresenta grande relevaˆncia para a a´rea de epidemi-
ologia. Nos modelos considerados a populac¸a˜o de ce´lulas e´ dividida em compartimentos, que
refletem o estado em que as ce´lulas se encontram ao longo do desenvolvimento da doenc¸a,
por exemplo, considera-se as ce´lulas suscet´ıveis, as ce´lulas infetadas, as part´ıculas de v´ırus.
Os modelos matema´ticos possibilitam uma melhor compreensa˜o do desenvolvimento da
doenc¸a na populac¸a˜o e permitem analisar o impacto de medidas de controlo e erradicac¸a˜o.
2.1 Modelo de Perelson, Kirschner e Boer (1993)
Perelson, Kirschner e Boer [44] estudam um modelo para o HIV considerando o desenvol-
vimento das ce´lulas T CD4+. Dado que a infec¸a˜o do HIV e´ consequeˆncia da deplec¸a˜o de
ce´lulas T CD4+, considera-se, primeiramente, a dinaˆmica populacional das ce´lulas T CD4+,
na auseˆncia de HIV:
dT
dt
= s+ rT
(
1− T
Tmax
)
− µTT (2.1)
Denota-se por T o nu´mero de ce´lulas T CD4+, s a taxa de fornecimento de ce´lulas T CD4+
imunocompetentes a partir de precursores no timo, µT a taxa me´dia de mortalidade per
capita das ce´lulas T CD4+, r a taxa de crescimento me´dia intr´ınseca das ce´lulas T CD4+ na
auseˆncia de limitac¸a˜o da populac¸a˜o e Tmax e´ limite ma´ximo do nu´mero de ce´lulas T CD4
+.
Analisam-se os pontos de equil´ıbrio e para tal calcula-se:
dT
dt
= 0⇔ T = Tmax
2r
(
r − µT ∓
√
(r − µT )2 + 4rs
Tmax
)
.
Enta˜o o ponto de equil´ıbrio fisicamente aceita´vel e´ T0 =
Tmax
2r
(
r − µT +
√
(r − µT )2 + 4rsTmax
)
.
Sabe-se que as soluc¸o˜es do modelo que comec¸arem no intervalo [0, Tmax] permanecem no
intervalo ]0, Tmax[, porque T0 e´ um ponto de equil´ıbrio globalmente esta´vel.
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Modelo da dinaˆmica das ce´lulas T CD4+ infetadas com HIV
Considerando os conceitos biolo´gicos, uma ce´lula uma vez infetada permanece infetada para
toda a vida. O v´ırus dentro de uma ce´lula T CD4+ pode permanecer latente, sem dar
qualquer sinal da sua presenc¸a, por meses ou anos. Como tal, divide-se as ce´lulas em quatro
estados: na˜o infetadas T , latentemente infetadas T ∗, ativamente infetadas T ∗∗ e ce´lulas de
v´ırus livre V . Conclui-se que a dinaˆmica das va´rias populac¸o˜es e´ dada por:
dT
dt
= s− µTT + rT
(
1− T+T ∗+T ∗∗
Tmax
)
− k1V T
dT ∗
dt
= k1V T − µTT ∗ − k2T ∗
dT ∗∗
dt
= k2T
∗ − µbT ∗∗
dV
dt
= NµbT
∗∗ − k1V T − µvV
(2.2)
Denota-se por µT a taxa de mortalidade das ce´lulas T CD4
+ na˜o infetadas e latentemente
infetadas, µb a taxa de mortalidade das ce´lulas T CD4
+ ativamente infetadas, µv a taxa
de mortalidade das part´ıculas de v´ırus livres, k1 a constante de conversa˜o das ce´lulas de
v´ırus livres para ce´lulas T CD4+ infetadas, k2 a taxa de conversa˜o das ce´lulas T CD4
+
latentemente infetadas em ativamente infetadas.
O termo k1V T e´ a ac¸a˜o de massa simples, ou seja, a taxa a partir da qual uma part´ıcula de
v´ırus livre passa a ser uma ce´lula T CD4+ infetada. Percebe-se, pela ana´lise das equac¸o˜es,
que as ce´lulas T CD4+ ativamente infetadas sa˜o geradas a partir das ce´lulas T CD4+
latentemente infetadas com uma taxa constante k2. O fator principal a ser modelado e´
o nu´mero total de part´ıculas de v´ırus produzidas por uma ce´lula infetada durante a sua
vida u´til, N.
Ana´lise do modelo
Mostra-se que R4+ = {x ∈ R4 : x ≥ 0} e´ positivamente invariante, isto e´, toda a soluc¸a˜o
que comec¸a neste subespac¸o permanece nele para t ≥ 0.
Mostra-se seguidamente que existem dois pontos de equil´ıbrio, um equil´ıbrio livre de doenc¸a
e um equil´ıbrio ende´mico. Calculam-se enta˜o os pontos de equil´ıbrio do modelo (2.2). Vem:
dT ∗
dt
= 0⇔ T ∗ = k1V T
k2+µT
dT ∗∗
dt
= 0⇔ T ∗∗ = k2k1V T
µb(k2+µT )
(2.3)
Substituindo na equac¸a˜o dV
dt
, obte´m-se:
dV
dt
=
[(
Nk2
k2 + µT
− 1
)
k1T − µV
]
V
Fazendo dV
dt
= 0 tem-se que V = 0 ou T = µV
α
, onde α = k1
(
Nk2
k2+µT
− 1
)
.
Se V = 0, analisando as equac¸o˜es obtidas conclui-se que T ∗ = T ∗∗ = 0 e T = T0 =
p+
√
p2+4sγ
2γ
, onde p = r − µT e γ = rTmax , ou seja, o ponto de equil´ıbrio e´ livre de doenc¸a.
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Por outro lado, se T¯ = µV
α
obte´m-se o ponto de equil´ıbrio ende´mico, dado por T¯ ∗ = µvV
Nk2−k3 ,
T¯ ∗∗ = k2µvV
µb(Nk2−k3) e V¯ =
sα2+pαµV −γµ2V
k1µV (α+βµV )
, onde k3 = k2 + µT e β =
γ
k3
(
1 + k2
µb
)
.
Analisa-se seguidamente a estabilidade dos pontos de equil´ıbrio. Para que o ponto de
equil´ıbrio livre de doenc¸a seja assintoticamente esta´vel exige-se que dV
dt
< 0 se e so´ se
N < Ncrit, onde Ncrit =
k3(µV +k1T0)
k2k1T0
. Conjetura-se que este ponto de equil´ıbrio e´ esta´vel se
e so´ se N < Ncrit. Para averiguar a veracidade da conjetura, calcula-se a matriz jacobiana
associada ao sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias (2.2) no ponto de equil´ıbrio e os
valores pro´prios associados a` matriz. Se todos os valores pro´prios tiverem parte real negativa
enta˜o o ponto de equil´ıbrio e´ esta´vel.
A matriz da linearizac¸a˜o associada ao sistema de equac¸o˜es (2.2) e´ dada por:
A =

−µT + r
(
1− T+T ∗+T ∗∗
Tmax
)
− rT
Tmax
− k1V − rTTmax − rTTmax −k1T
k1V −(µT − k2) 0 k1T
0 k2 −µb 0
−k1V 0 Nµb −k1T − µV

A matriz da linearizac¸a˜o em torno do ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ dada por:
A =

−µT + r
(
1− 2 T0
Tmax
)
− rT0
Tmax
− rT0
Tmax
−k1T0
0 −(µT − k2) 0 k1T0
0 k2 −µb 0
0 0 Nµb −k1T0 − µV
 =

−a −γT0 −γT0 −k1T0
0 −k3 0 k1T0
0 k2 −µb 0
0 0 Nµb −k4

onde k4 = k1T0 + µV e a = −p+ 2T0γ.
Os valores pro´prios da matriz da linearizac¸a˜o em torno do ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a
sa˜o os zeros da seguinte equac¸a˜o carater´ıstica:
(λ+ a)[(λ+ µb)(λ+ k3)(λ+ k4)− k1k2T0Nµb] = 0
Assim, λ = −a e´ um valor pro´prio negativo e dividindo a equac¸a˜o anterior por λ+a obte´m-
se λ3 + Aλ2 + Bλ + C = 0, onde A = µb + k3 + k4 > 0, B = k3k4 + µb(k3 + k4) > 0
e C = µbk1k2T0(Ncrit − N). Pelo crite´rio Routh-Hurwitz, as treˆs ra´ızes da equac¸a˜o sa˜o
negativas se e so´ se A, C > 0 e AB − C > 0. E´ facilmente observa´vel que os coeficientes A
e C sa˜o positivos. Calcula-se seguidamente AB − C = µ2b(k3 + k4) + µb(k23 + k24 + 2k3k4 +
k1k2T0N) + k3k4(k3 + k4) > 0.
Se N < Ncrit enta˜o todos os valores pro´prios sa˜o negativos, logo o ponto de equil´ıbrio livre
de doenc¸a e´ assintoticamente esta´vel.
Se N = Ncrit enta˜o C = 0, logo λ
3 + Aλ2 + Bλ = 0, pelo que existe um valor pro´prio igual
a zero e dois valores pro´prios com parte real negativa. Enta˜o o ponto de equil´ıbrio livre de
doenc¸a e´ neutro esta´vel.
Se N > Ncrit enta˜o C < 0. Pela regra dos sinais de Descartes conclui-se que existe um valor
pro´prio positivo, logo o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ insta´vel.
Apo´s esta ana´lise percebe-se que N e´ um paraˆmetro de bifurcac¸a˜o para este ponto de
equil´ıbrio.
Seguidamente mostra-se que quando N < Ncrit enta˜o o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´
globalmente esta´vel. Para tal, considera-se L(t) = T ∗+NT ∗∗+V , uma func¸a˜o de Liapunov
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e conclui-se que L(t) ≥ 0 e dL
dt
= [(N − 1)k2 − µT ]T ∗ − µvV. Se N < k2+µTk2 , o termo entre
pareˆntesis e´ negativo logo dL
dt
< 0. Assim, quando t → ∞, L(t) → 0, logo T ∗, T ∗∗ e V
tendem para 0 e T → T0.
Analisa-se seguidamente a estabilidade do ponto de equil´ıbrio ende´mico. Se N = Ncrit existe
uma bifurcac¸a˜o transcr´ıtica e o ponto de equil´ıbrio, emerge para N > Ncrit como um novo
ponto de equil´ıbrio em R4+. Se N < Ncrit o ponto de equil´ıbrio na˜o pertence a R
4
+ pois
V, T ∗, T ∗∗ < 0. Resta assim, analisar o ponto de equil´ıbrio para N > Ncrit. Calcula-se a
matriz da linearizac¸a˜o neste ponto de equil´ıbrio ende´mico. Vem:
A =

−a −γT¯ −γT¯ −k1T¯
0 −k3 0 k1T¯
0 k2 −µb 0
−k1V¯ 0 Nµb −kˆ4

onde kˆ4 = k1T¯ + µV , a = −p+ γ(2T¯ + T¯ ∗ + T¯ ∗∗) + k1V¯ .
A equac¸a˜o carater´ıstica e´ dada por λ4 + bλ3 + cλ2 + dλ+ e, onde:
b = a+ k3 + kˆ4 + µb > 0
c = a(k3 + kˆ4 + µb) + µb(k3 + kˆ4) + k3kˆ4 + k1T¯ V¯ (γ − k1)
d = a[k3kˆ4 + µb(k3 + kˆ4)] + k1V¯ T¯ [γ(µV + k2 + µb)− k1(k3 + µb)]
e = k1V¯ T¯ [k1µb(Nk2 − k3) + γµv(k2 + µb)]
(2.4)
Para N > Ncrit e Nk2 > k3 tem-se e positivo. Logo para estudar a estabilidade do ponto de
equil´ıbrio, e´ necessa´rio mostrar que c, d > 0 e bc−d
db2
> e. Analisando os paraˆmetros conclui-se
que dependendo dos seus valores, o ponto de equil´ıbrio pode ou na˜o ser esta´vel.
Modelo sob o efeito do AZT
Analisa-se o efeito da administrac¸a˜o de uma droga no modelo enunciado. Para tal, considera-
se a azidotimidina (AZT) pois e´ um dos tratamentos mais eficazes contra a SIDA. Os efeitos
do AZT sa˜o dependentes da dose e da estirpe do HIV. Assume-se que durante algum tempo,
τ , e´ administrado AZT, provocando o bloqueio de re´plicas virais. Se a replicac¸a˜o viral e´
completamente bloqueada, para t > τ, N = 0. Contudo, o que e´ mais prova´vel de acontecer
e´ um bloqueio parcial e como tal, se t > τ, tem-se N = N ′, onde N ′ < N.
Se antes da administrac¸a˜o de AZT, N < Ncrit enta˜o o v´ırus estaria em decl´ınio
(
dV
dt
< 0
)
e
a droga iria simplesmente acelerar a sua eliminac¸a˜o, nestes casos a droga e´ dispensada. No
entanto, se N > Ncrit antes do tratamento, o v´ırus apresenta um comportamento crescente.
Pore´m, se apo´s o tratamento com a droga, N ′ < Ncrit, enta˜o V, T ∗ e T ∗∗ esta˜o num decl´ınio
e o v´ırus na˜o afetou os precursores do timo ou ce´lulas T CD4+. Este facto leva a que o
nu´mero de ce´lulas T CD4+ acabem por recuperar o seu valor inicial T0.
Modelo no estado de quase-estacionaridade
Comec¸a-se por estudar o comportamento do sistema para t pequeno. Para tal, assume-se as
seguintes condic¸o˜es iniciais: V (0) = V0, T (0) = T0 e T
∗ = T ∗∗ = 0. Inicialmente, T (t) ≈ T0 e
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T ∗∗(t) ≈ 0. Como tal, assume-se que T = T0 =constante e T ∗∗(t) = 0. A equac¸a˜o do modelo
e´ dV
dt
= −k4V, onde k4 = k1T0 + µv. Conclui-se assim que o v´ırus decai exponencialmente de
acordo com a equac¸a˜o: V (t) = V0e
−k4t.
Pelo facto de T = T0, tem-se:
dT
dt
= s− µTT0 + rT0(1− T0)− k1T0V0e−k4t.
Assim, T (t) = T0
[
1− k1V0
k4
(
1− e−k4t)] .
A equac¸a˜o que modela T ∗ e´ dada por: dT
∗
dt
= k1T0V0e
−k4t−k3T ∗ ⇔ T ∗(t) = k1T0V0k4−k3
(
e−k3t − e−k4t) .
Com resultado obtido para as restantes populac¸o˜es, conclui-se que:
T ∗∗(t) =
k2k1T0V0
k4 − k3
(
e−k4t
k4 − µb +
e−k3t
µb − k3 +
(k4 − k3)e−µbt
(k4 − µb)(µb − k3)
)
Usando a expressa˜o obtida anteriormente de T ∗∗(t) e de V (t), conclui-se que: dV
dt
= NµbT
∗∗−
k4V0e
−k4t. Usa-se esta u´ltima equac¸a˜o para estimar o valor de t = tmin, ou seja, a soluc¸a˜o
da equac¸a˜o dV
dt
= 0 :
nµbk2k1T0
µb − k3
(
e−k3t
k4 − k3 −
e−µbt
k4 − µb
)
−
(
k4 − Nµbk2k1T0
(k4 − k3)(k4 − µb)
)
= 0.
Para tmin, V = Vmin = V0e
−k4tmin .
Estas aproximac¸o˜es sa˜o suficientemente precisas para o que se pretendia e mostram que a
reduc¸a˜o inicial de V devido a` ligac¸a˜o e infec¸a˜o das ce´lulas T CD4+ e´ bastante ra´pida.
Devido a` ra´pida absorc¸a˜o por parte das ce´lulas T CD4+, espera-se que o n´ıvel de v´ırus livre
seja bem aproximado pelo seu estado de quase-estacionaridade. De igual modo, as ce´lulas
infetadas de forma ativa equilibram-se rapidamente com as latentemente infetadas. Como
tal, supo˜e-se que numa escala de tempo longa, dT
∗∗
dt
= dV
dt
= 0, ou seja,
T ∗∗ = k2T
∗
µb
V = Nk2T
∗
k1T+µv
(2.5)
Substituindo nas equac¸o˜es de T e T ∗∗ obte´m-se o sistema de quase-estacionaridade:
dT
dt
= s+ pT − γT 2 −
(
k3β +
Nk1k2
k1T+µV
)
TT ∗
dT ∗
dt
= Nk1k2
k1T+µv
TT ∗ − k3T ∗
(2.6)
2.2 Modelo de Nowak (1996)
Nowak [41] apresentou o seguinte modelo para a dinaˆmica das respostas CTL vs o HIV:
dvij
dt
= vij(rij − pixi − qjyj), i = 1, . . . , n1 e j = 1, . . . , n2
dxi
dt
= ηcivi∗ + xi(civi∗ − b), i = 1, . . . , n1
dyj
dt
= ηkjv∗j + yj(kjv∗j − b), j = 1, . . . , n2
(2.7)
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As varia´veis vij denotam a abundaˆncia de v´ırus na sequeˆncia i do ep´ıtopo, regia˜o do antige´nio
onde se ligam os anticorpos, A, e na sequeˆncia j do ep´ıtopo B, xi denotam os CTLs dirigidos
a` sequeˆncia i do ep´ıtopo A e yj denotam os CTLs dirigidos a` sequeˆncia j do ep´ıtopo B.
Existem n1 sequeˆncias diferentes para o ep´ıtopo A e n2 para o ep´ıtopo B. Assim, no total,
consideramos n1×n2 poss´ıveis variantes do v´ırus. A variante do v´ırus reproduz-se a uma taxa
rij. As ce´lulas infetadas por v´ırus sa˜o mortas por respostas CTL a uma taxa pixivij e qjyjvij,
onde pi e qj sa˜o constantes de velocidade espec´ıficas da cine´tica de remoc¸a˜o das ce´lulas
infetadas. Os CTLs sa˜o produzidos ou por ativac¸a˜o de um grupo de ce´lulas precursoras
a uma taxa ηcivi∗ e ηkjv∗j ou por proliferac¸a˜o de ce´lulas ja´ ativadas a uma taxa cixivi∗ e
kjyjv∗j. O fator η descreve a raza˜o entre a velocidade a que os CTLs sa˜o ativados a partir
de ce´lulas precursoras sobre a taxa de proliferac¸a˜o de CTLs ja´ ativados. Usa-se a seguinte
notac¸a˜o vi∗ =
∑
j vij e v∗j =
∑
i vij. As constantes ci e kj descrevem a imunogenicidade da
sequeˆncia i do ep´ıtopo A e da sequeˆncia j do ep´ıtopo B, respetivamente.
Neste modelo e´ assumido que a imunogenicidade e´ uma propriedade espec´ıfica da sequeˆncia
do ep´ıtopo e na˜o e´ afetada por mutac¸o˜es de diferentes ep´ıtopos, mas o modelo pode ser
generalizado para incluir tais interac¸o˜es. Finalmente, supo˜e-se que na auseˆncia de est´ımulos
antige´nicos, os CTLs ativados diminuem a uma taxa bxi e byj.
Se todas as variantes do v´ırus teˆm a mesma taxa de replicac¸a˜o, enta˜o a imunodominaˆncia
na˜o e´ sempre completa e a desigualdade seguinte determina a competic¸a˜o. As respostas
contra o ep´ıtopo A acabam por vencer se
∑n1
i=1
1
ci
<
∑n2
j=1
1
kj
. Se todas as variantes de
um dado ep´ıtopo teˆm a mesma imunogenicidade, ou seja, ci = c e kj = k, a desigualdade
anterior e´ equivalente a c
n1
> k
n2
.
O modelo pode ser expandido para incluir uma reatividade cruzada entre as sequeˆncias dos
ep´ıtopos. Supo˜e-se que ha´ n1 sequeˆncias do ep´ıtopo A, todas com a imunogenicidade c e n2
sequeˆncias do ep´ıtopo B, todas com a imunogenicidade k. Supo˜e-se que qualquer sequeˆncia
do ep´ıtopo A estimula a resposta contra qualquer outra sequeˆncia doutro ep´ıtopo a uma
taxa c1. Obte´m-se a seguinte desigualdade para a imunodominaˆncia a favor do ep´ıtopo A:
c
n1
[1 + (n1− 1)s1] > kn2 [1 + (n2− 1)s2]. Denota-se s1 como a reatividade cruzada do ep´ıtopo
A, 0 ≤ s1 ≤ 1 e, analogamente, s2 para o ep´ıtopo B.
O modelo pode gerar se´ries de tempo muito complicadas, com picos distintos das abundaˆncias
virais contendo diferentes variantes antige´nicas, denominada por oscilac¸a˜o antige´nica.
A interac¸a˜o entre as respostas imunolo´gicas e os ep´ıtopos antigenicamente diferentes tem
implicac¸o˜es na concec¸a˜o de uma vacina contra o HIV.
2.3 Modelo de Bonhoeffer, May, Shaw e Nowak (1997)
Bonhoeffer, May, Shaw e Nowak [6] desenvolveram um modelo ba´sico da dinaˆmica viral
com treˆs varia´veis: as ce´lulas na˜o infetadas x, as ce´lulas infetadas y e as part´ıculas de v´ırus
livres v. As ce´lulas na˜o infetadas sa˜o produzidas a uma taxa constante λ e morrem a uma
taxa dx. As part´ıculas de v´ırus livres infetam as ce´lulas na˜o infetadas a uma taxa βxv. As
ce´lulas infetadas morrem a uma taxa ay. Os novos v´ırus sa˜o produzidos a partir de ce´lulas
infetadas a uma taxa ky e morrem a uma taxa uv. O tempo me´dio de vida das ce´lulas na˜o
infetadas, das ce´lulas infetadas e part´ıculas de v´ırus livres e´, respetivamente, 1
d
, 1
a
e 1
u
. O
nu´mero me´dio de part´ıculas de v´ırus, produzidas durante o tempo de vida de uma u´nica
ce´lula infetada, e´ dado por k
a
. Estes pressupostos sa˜o o ponto de partida para o modelo
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seguinte:
x˙ = λ− dx− βxv
y˙ = βxv − ay
v˙ = ky − uv
(2.8)
O ponto de equil´ıbrio antes da infec¸a˜o, isto e´, o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ dado
por (x0, y, v) = (
λ
d
, 0, 0). Uma pequena quantidade inicial de v´ırus, v0, pode crescer, se o seu
nu´mero de reproduc¸a˜o, R0, for maior do que um. O nu´mero de reproduc¸a˜o e´ definido como
o nu´mero de infec¸o˜es secunda´rias produzidas por um u´nico indiv´ıduo infecioso durante o seu
per´ıodo de infec¸a˜o. Matematicamente, o nu´mero de reproduc¸a˜o e´ definido como um raio
espectral. O raio espectral e´ uma quantidade limite para o controlo da doenc¸a. Para este
modelo, tem-se R0 =
βλk
adu
. Por outro lado, o crescimento inicial das part´ıculas de v´ırus livres
e´ exponencial, dado aproximadamente por v(t) = v0exp[−a(R0−1)t], quando u >> a. Logo,
o sistema converge para um equil´ıbrio dado por (x∗, y∗, v∗) = ( au
βk
, (R0−1)du
βk
, (R0 − 1) dβ ). A
probabilidade de uma ce´lula permanecer na˜o infetada durante a sua vida e´ 1
R0
. Desta forma,
a raza˜o de equil´ıbrio de ce´lulas na˜o infetadas antes e depois da infec¸a˜o e´ dada por x0
x∗ = R0.
Analisa-se o modelo, supondo em primeiro lugar, para simplificar, que a droga e´ 100% eficaz
e que o sistema esta´ em equil´ıbrio antes do in´ıcio do tratamento, para tal considera-se β = 0.
Como tal, y˙ = −ay e v˙ = ky − uv pelo que y(t) = y∗e−at e v(t) = v∗ ue−at−ae−ut
u−a .
No caso mais geral, a inibic¸a˜o na˜o e´ 100% eficaz, como tal considera-se βˆ = sβ com s < 1. Se
a escala de tempo para as ce´lulas na˜o infetadas e´ maior do que as outras escalas de tempo,
enta˜o pode-se aproximar x(t) ≈ x∗. Assim, a semi-vida da produc¸a˜o de ce´lulas de v´ırus,
T 1
2
= ln2
a(1−s) , depende da efica´cia da droga.
Por outro lado, as part´ıculas de v´ırus produzidas antes da terapia continuam a infetar novas
ce´lulas, mas as ce´lulas infetadas produzem part´ıculas de v´ırus na˜o infetadas, w. As equac¸o˜es
sa˜o agora dadas por:
y˙ = βxv − ay
v˙ = −uv
w˙ = ky − uw
(2.9)
Este modelo apresenta um nu´mero total de v´ırus v(t) +w(t) = v∗[e−ut + ((e−at− e−ut) u
a−u +
ate−ut) u
a−u ].
O problema da terapia antiviral e´ o surgimento de v´ırus resistentes a`s drogas. Um modelo
que capta a dinaˆmica essencial dessa resisteˆncia e´ o seguinte:
x˙ = λ− dx− β1xv1 − β2xv2
y˙1 = β1(1− µ)xv1 + β2µxv2 − ay1
y˙2 = β1µxv1 + β2(1− µ)xv2 − ay2
v˙1 = k1y1 − uv1
v˙2 = k2y2 − uv2
(2.10)
Denota-se por y1 e y2 as ce´lulas infetadas por v´ırus do tipo selvagem e as ce´lulas infetadas
por v´ırus mutantes, repetivamente. As varia´veis v1 e v2 denotam os v´ırus de tipo selvagem
livres e os v´ırus mutantes livres, respetivamente. A taxa de mutac¸a˜o entre o tipo selvagem e
mutante e´ dada por µ. Para µ pequeno, os nu´meros de reproduc¸a˜o do v´ırus do tipo selvagem
e mutante sa˜o R1 =
β1λk1
adu
e R2 =
β2λk2
adu
, respetivamente.
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Suponha-se que o tratamento com medicamentos reduz as taxas de infec¸a˜o de novas ce´lulas
de tipo selvagem e de v´ırus mutantes, β1 e β2, para β
′
1 e β
′
2, que correspondem a reduzir
os nu´meros de reproduc¸a˜o para R′1 e R
′
2. Estuda-se as consequeˆncias da terapia da droga
em situac¸o˜es em que os mutantes resistentes esta˜o presentes antes da terapia ser iniciada.
Se R′1 > R
′
2 > 1, o v´ırus mutante na˜o sera´ afetado. Se R
′
2 > R
′
1 > 1, o v´ırus mutante
eventualmente domina a populac¸a˜o de v´ırus apo´s o longo per´ıodo de tratamento, mas o
ressurgimento inicial do v´ırus pode ser, na maior parte, de tipo selvagem. Se R′2 > 1 > R
′
1,
o v´ırus selvagem diminui exponencialmente, apo´s o in´ıcio da terapia e e´ mantido em n´ıveis
muito baixos. Se 1 > R1 > R2, a populac¸a˜o de v´ırus sera´ eliminada.
Os modelos acima sugerem que a terapia antiviral deve comec¸ar imediatamente com as
drogas. Usando va´rias drogas ao mesmo tempo reduz-se a probabilidade do v´ırus resistente
estar presente num paciente antes da terapia. Comec¸ar com um medicamento e, em seguida,
adicionar outras drogas, ou ciclos de medicamentos diferentes, cria um cena´rio evolutivo,
que favorece o aparecimento de v´ırus resistentes a mu´ltiplas drogas.
2.4 Modelo de Wodarz e Nowak (1999)
Wodarz e Nowak [64] descrevem as dinaˆmicas do HIV e do sistema imunolo´gico num modelo
matema´tico com quatro varia´veis: as ce´lulas T CD4+ na˜o infetadas x, as ce´lulas T CD4+
infetadas y, os linfo´citos T citoto´xicos (CTL) precursores w e os linfo´citos T citoto´xicos
(CTL) efetores z. O modelo apresentado, baseado em [6], e´ o seguinte:
x˙ = λ− dx− βxy
y˙ = βxy − ay − pyz
w˙ = cxyw − cqyw − bw
z˙ = cqyw − hz
(2.11)
As ce´lulas T CD4+ na˜o infetadas sa˜o produzidas a uma taxa λ, morrem a uma taxa dx
e ficam infetadas pelo v´ırus a uma taxa βxy. As ce´lulas infetadas decaem a uma taxa ay
e sa˜o mortas por CTLs efetores a uma taxa pyz. A proliferac¸a˜o da populac¸a˜o de CTLp e´
dada por cxyw, que e´ proporcional a` carga de v´ırus e ao nu´mero de ce´lulas T CD4+ na˜o
infetadas. Os CTLp morrem a uma taxa bw e diferenciam-se em efetores a uma taxa cqyw.
Os efetores de CTL morrem a uma taxa hz.
O nu´mero de reproduc¸a˜o do v´ırus e´ dado por: R0 =
βλ
da
. Se R0 > 1, o sistema pode convergir
para um de dois equil´ıbrios. O agente patoge´nico pode-se replicar na auseˆncia da resposta
de CTL e e´ descrito pelo equil´ıbrio E1, dado por:
x(1) = a
β
y(1) = λ
a
− d
β
w(1) = 0
z(1) = 0
(2.12)
Por outro lado, a resposta de CTL pode ser estabilizada, o que e´ descrito pelo equil´ıbrio E2:
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x(2) =
c(λ+dq)−bβ+
√
[c(λ+dq)−bβ]2−4c2λqd
2cd
y(2) = b
c(x(2)−q)
w(2) = hz
(2)
cqy(2)
z(2) = βx
(2)−a
p
(2.13)
Se cy(1)(x(1) − q) > b, o ponto de equil´ıbrio E1 perde estabilidade e o sistema converge
para o ponto de equil´ıbrio E2. Se esta condic¸a˜o na˜o for cumprida, o ponto de equil´ıbrio
E1 e´ esta´vel. No entanto, o ponto de equil´ıbrio E2 pode ou na˜o ser esta´vel, dependendo
dos paraˆmetros virais. Se o ponto de equil´ıbrio E2, for um nu´mero complexo, ou seja
[c(λ + dq) − bβ]2 < 4c2λqd, ou for um nu´mero negativo, se x(2) < q ou βx(2) < a, enta˜o o
ponto de equil´ıbrio na˜o e´ esta´vel. Por outro lado, se o ponto de equil´ıbrio E2 for um nu´mero
positivo e real, ambos os equil´ıbrios sa˜o esta´veis e os resultados dependem das condic¸o˜es
iniciais. Em geral, se a taxa de replicac¸a˜o do v´ırus for elevada, assim como se a capacidade
da resposta imune for baixa, o sistema imunolo´gico extinguir-se-a´.
Pode-se introduzir o tratamento com drogas no modelo (2.11). Assume-se que o tratamento
reduz a taxa de replicac¸a˜o viral, expressa por sβxy, onde 0 < s < 1. As drogas sa˜o 100%
eficientes se s = 0 e na˜o teˆm efeito nenhum se s = 1. Um paraˆmetro importante para que
a terapia seja bem sucedida e´ a durac¸a˜o do tratamento durante a fase prima´ria da infec¸a˜o.
De acordo com o modelo, o controlo da infec¸a˜o pode ser conseguido atrave´s de um regime
de tratamento que consiste em quatro fases: o primeiro tratamento, a janela de tratamento,
o tratamento secunda´rio e o fim do tratamento. A primeira fase do tratamento reduz a
carga de v´ırus, pelo menos ate´ que o v´ırus esteja abaixo do limite de detec¸a˜o. A janela
de tratamento desenvolve a retirada simultaˆnea de todas as drogas em uso, minimizando
as hipo´teses de resisteˆncia. A fase secunda´ria do tratamento muda as condic¸o˜es em favor
dos CTLs de memo´ria. A durac¸a˜o desta fase e´ crucial para o sucesso deste regime. Ale´m
disso, a combinac¸a˜o de um tratamento de droga com a vacinac¸a˜o pode ser capaz de reduzir
a quantidade de v´ırus no organismo para n´ıveis extremamente baixos, maximizando as
hipo´teses de erradicac¸a˜o do HIV.
2.5 Modelo de Wodarz, Arnaout, Nowak e Lifson (2000)
Wodarz, Arnaout, Nowak e Lifson [58] alteram o modelo (2.11), com o objetivo de estudar a
relac¸a˜o entre a proliferac¸a˜o de respostas imunes e o controlo do v´ırus. Para tal, considera-se
as seguintes varia´veis: as ce´lulas T CD4+ em repouso s, as ce´lulas T CD4+ espec´ıficas na˜o
infetadas ativadas x1, as ce´lulas alvo na˜o infetadas x2, as ce´lulas infetadas y e os CTLs z.
O modelo e´ dado pelas seguintes equac¸o˜es diferenciais:
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s˙ = ζ − fs− rsy
x˙1 = rsy − d1x1 − β1x1y
x˙2 = λ− d2x2 − β2x2y
y˙ = y(β1x1 + β2x2)− ay − pyz
z˙ = cx1yz
εx1+1
− bz
(2.14)
As ce´lulas de repouso sa˜o produzidas a uma taxa ζ, morrem a uma taxa fs e tornam-se
ce´lulas ativadas a uma taxa rsy. As ce´lulas ativadas morrem a uma taxa d1x1 e tornam-se
infetadas a uma taxa β1x1y. As ce´lulas alvo suscet´ıveis sa˜o produzidas a uma taxa λ, morrem
a uma taxa d2x2 e tornam-se infetadas a uma taxa β2x2y. As ce´lulas infetadas decaem a
uma taxa ay e sa˜o mortas por CTLs a uma taxa pyz. O CTL cresce a uma taxa cx1yz
εx1+1
.
Finalmente, os CTLs degradam-se a uma taxa bz.
O nu´mero de reproduc¸a˜o do v´ırus e´ dado por R0 =
β2λ
ad2
. A expansa˜o de CTLs ocorre se
cx∗1y
∗
εx∗1+1
> b, onde x∗1 e y
∗
1 denotam os valores de equil´ıbrio das ce´lulas na˜o infetadas ativadas
e de ce´lulas infetadas, na auseˆncia de CTLs. Quando o v´ırus e´ controlado pelos CTLs,
obte´m-se o seguinte ponto de equil´ıbrio:
s(1) = ζ
f+ry(1)
x
(1)
1 =
B+
√
B2−4AC
2A
x
(1)
2 =
λ
d2+β2y(1)
y(1) =
b(x
(1)
1 +1)
cx
(1)
1
z(1) =
β1x
(1)
1 +β2x
(1)
2 −1
p
(2.15)
onde A = (d1c+ bβ1)(rb+ fc), B = (b[c(ζr − fβ1 − rd1)− 2rbβ1]) e C = rb(bβ1 − ζc).
Conclui-se que as ce´lulas T CD4+ auxiliares sa˜o necessa´rias para gerar CTLs. Estas ce´lulas
sa˜o capazes de persistir sem estimulac¸a˜o antige´nica cont´ınua e sa˜o necessa´rias para eliminar
a infec¸a˜o ou para controlar a infec¸a˜o a longo prazo.
2.6 Modelo de Wodarz e Bangham (2000)
Wodarz e Bangham [59] estudam um modelo ba´sico para a replicac¸a˜o do v´ırus nas ce´lulas
T CD4+, considerando as ce´lulas T CD4+ auxiliares ativadas pela proliferac¸a˜o, x, as ce´lulas
T CD4+ auxiliares infetadas, y e a resposta de CTL, z. Este modelo e´ dado pelo seguinte
conjunto de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias:
x˙ = (η + rxy)(1− x+y
k
)− dx− βxy
y˙ = βxy − ay − pyz
z˙ = cy − bz
(2.16)
A maioria das ce´lulas T CD4+ ativadas sa˜o ativadas em resposta a` infec¸a˜o a uma taxa de
densidade dependente de rxy(1 − x+y
k
). Ale´m disso, assume-se que as ce´lulas T CD4+ sa˜o
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ativadas e proliferam de forma independente da infec¸a˜o a uma taxa de densidade dependente
de η(1 − x+y
k
). As ce´lulas hospedeiras morrem a uma taxa dx e sa˜o infetadas pelo v´ırus a
uma taxa βxy. As ce´lulas infetadas morrem a uma taxa ay. A populac¸a˜o de CTL cresce em
resposta ao antige´nio a uma taxa cy, decresce a uma taxa bz e matam as ce´lulas infetadas
a uma taxa pyz.
O nu´mero de reproduc¸a˜o do modelo e´ dado por R0 =
ηβk
a(η+dk)
. Quando η = 0, tem-se
R0 = 0, obte´m-se o ponto de equil´ıbrio trivial, descrevendo a extinc¸a˜o do v´ırus, E1 =
(x(1), y(1), z(1)) = (0, 0, 0), que e´ sempre esta´vel. Por outro lado, a persisteˆncia do v´ırus e´
descrito pelo equil´ıbrio E2, dado por:
x(2) = kpc[y
(2)(r−β)−d]+y(2)abr
y(2)r(pc+bβ)
y(2) =
A+
√
A2−4βbdk(rβb+pcr)
2(rβb+pcr)
z(2) = cy
(2)
b
(2.17)
onde A = βbk(r − β) − abr. Este ponto de equil´ıbrio e´ esta´vel, se y(2) > d
r
(
1− y(2)
k
)
−β
. Na
regia˜o em que os dois pontos coexistem e ambos sa˜o esta´veis, as condic¸o˜es iniciais e´ que
determinam a evoluc¸a˜o da infec¸a˜o.
Inclui-se no modelo anterior a transmissa˜o por mitose, usando o termo sy
(
1 + x+y
k
)
, vem:
x˙ = (η + rxy)(1− x+y
k
)− dx− βxy
y˙ = βxy + sy(1− x+y
k
)− ay − pyz
z˙ = cy − bz
(2.18)
O nu´mero de reproduc¸a˜o e´ dado por R0 =
1
a
(
βηk
η+dk
+ sdk
η+dk
)
. Se a taxa de ativac¸a˜o das ce´lulas
T CD4+ auxiliares se situa acima do limiar, ou seja, se η > dk s−a
a
a infec¸a˜o persistente na˜o
pode ser mantida por meio da transmissa˜o por mitose. Por outro lado, se o valor de η se
encontra abaixo do limiar, ou seja, se η < adk
βk−a , a transmissa˜o infeciosa por si so´ na˜o pode
manter a populac¸a˜o do v´ırus. Na auseˆncia da infec¸a˜o, o ponto de equil´ıbrio trivial E1 e´
alcanc¸ado. Se R0 > 1, o v´ırus estabelece uma infec¸a˜o, contudo o sistema pode mover-se
para um de dois pontos de equil´ıbrio. A populac¸a˜o de ce´lulas T CD4+ auxiliares infetadas
e´ controlada pelos CTLs, pelo que podem persistir sem a presenc¸a de ce´lulas hospedeiras
infetadas ativadas, convergindo para o seguinte ponto de equil´ıbrio E3:
x(3) = 0
y(3) = bk(s−a)
sb+pkc
z(3) = kc(s−a)
sb+pkc
(2.19)
Alternativamente, a populac¸a˜o de ce´lulas infetadas e´ controlada pelos CTLs, podendo
coexistir com as ce´lulas suscet´ıveis ativadas, sendo este estado descrito pelo ponto de
equil´ıbrio E4:
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x(4) = kcp(y
(4)(r−β)−d)+y(4)b(ar−sβ)−sbd
y(4)r(βb+cp)
y(4) =
B+
√
B2−4bd(βk−s)(βbr+pcr)
2(βbr+pcr)
z(4) = cy
(4)
b
(2.20)
onde B = βbk(r − β) − b(ar − sβ). O equil´ıbrio E4 e´ esta´vel e a populac¸a˜o de ce´lulas T
CD4+ na˜o infetadas ativadas persistem se r > [kβb(s−a)+d(sb+pkc)](sb+pkc)
bk(s−a)(pkc+ba) .
Para concluir, os modelos sugerem que o v´ırus HIV na˜o se espalha por mitose, mas por infetar
os macro´fagos. Consequentemente, o nu´mero de ce´lulas auxiliares suscet´ıveis e´ elevado
na presenc¸a de uma forte resposta de CTLs e provoca alterac¸o˜es que se podem acumular
rapidamente na populac¸a˜o de v´ırus.
2.7 Modelo de Culshaw e Ruan (2000)
Culshaw e Ruan [17] reduzem a dimensa˜o do sistema apresentado por Perelson, Kirschner
e Boer [44]. Este sistema e´ constitu´ıdo por treˆs equac¸o˜es e assume-se que todas as ce´lulas
infetadas sa˜o capazes de produzir v´ırus. O modelo obtido e´ o seguinte:
dT
dt
= s− µTT + rT
(
1− T+I
Tmax
)
− k1V T
dI
dt
= k′1V T − µII
dV
dt
= NµbI − k1V T − µV V
(2.21)
Denota-se por T (t) a concentrac¸a˜o de ce´lulas T CD4+ sauda´veis no tempo t, I(t) a concen-
trac¸a˜o de ce´lulas T CD4+ infetadas e V (t) a concentrac¸a˜o de v´ırus HIV livre, s e´ a fonte de
precursores de ce´lulas T CD4+, µT e´ a taxa de mortalidade natural das ce´lulas T CD4
+, r e´
sua taxa de crescimento e Tmax e´ o limite ma´ximo do seu nu´mero. O paraˆmetro k1 representa
a taxa de infec¸a˜o de ce´lulas T CD4+ com o v´ırus livre, k′1 e´ a velocidade a que as ce´lulas
infetadas se tornam ativamente infetadas. O ra´cio
k′1
k1
e´ a proporc¸a˜o de ce´lulas T CD4+ que
sa˜o ativamente infetadas. O termo µI e´ a taxa de mortalidade das ce´lulas infetadas e µb e´
a taxa de mortalidade por lise das ce´lulas infetadas. Sa˜o libertadas N part´ıculas de v´ırus
por cada ce´lula de lise. Finalmente, µV e´ a taxa de mortalidade das part´ıculas de v´ırus. Na
auseˆncia de v´ırus, a populac¸a˜o de ce´lulas T CD4+ tem um equil´ıbrio estaciona´rio dado por:
T0 =
r−µT+[(r−µT )2+4rsT−1max]1/2
2rT−1max
(2.22)
Assim as condic¸o˜es iniciais razoa´veis para a infec¸a˜o por v´ırus livres sa˜o T (0) = T0, I(0) = 0
e V (0) = V0. O sistema (2.21) tem dois pontos de equil´ıbrio: o ponto de equil´ıbrio livre de
doenc¸a, E0 = (T0, 0, 0) e o ponto de equil´ıbrio ende´mico E¯ = (T¯ , I¯ , V¯ ), onde
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T¯ = µV µI
k′1Nµb−k1µI
I¯ =
k′1T¯ V¯
µI
V¯ =
µI[(s+(r−µT )T¯ )Tmax−rT¯ 2]
T¯ [k′1rT¯+k1µITmax]
(2.23)
O paraˆmetro de bifurcac¸a˜o e´N . QuandoN < Ncrit =
µI(µV +k1T0)
k′1µbT0
, o equil´ıbrio livre de doenc¸a
E0 e´ esta´vel e o equil´ıbrio ende´mico E¯ na˜o existe. Quando N = Ncrit, os equil´ıbrios livre
de doenc¸a e ende´mico colidem e existe uma bifurcac¸a˜o transcr´ıtica. Quando N > Ncrit,
E0 torna-se insta´vel e E¯ existe. Estuda-se a estabilidade local do equil´ıbrio ende´mico E¯
quando N > Ncrit. Para tal, considera-se o sistema (2.21) linearizado em E¯. A matriz da
linearizac¸a˜o em torno de E¯ e´ dada por:
A =
−
(
µT +
r(2T¯+I¯)
Tmax
+ k1V¯ − r
)
− rT¯
Tmax
−k1T¯
k′1V¯ −µI k′1T¯
−k1V¯ Nµb −(k1T¯ + µv)

A equac¸a˜o carater´ıstica do sistema linearizado e´ λ3 +a1λ
2 +(a2 +a4)λ+(a3 +a5) = 0, onde:
a1 = µI + µV + k1T¯ +M
a2 = M(k1T¯ + µI + µV ) + µI(µV + k1T¯ )− k21T¯ V¯
a3 = k
′
1T¯
(
k1NµbV¯ +
rµV V¯
Tmax
−MNµb
)
a4 = k
′
1T¯
(
rV¯
Tmax
−Nµb
)
a5 = MµI(µV + k1T¯ )− µIk21T¯ V¯
(2.24)
Considera-se M = µT +
r(2T¯+I¯)
Tmax
+ k1V¯ − r. Pelo crite´rio Routh-Hurwitz, sabe-se que todos
os valores pro´prios da equac¸a˜o carater´ıstica teˆm parte real negativa se e somente se a1 > 0,
a3 + a5 > 0 e a1(a2 + a4)− (a3 + a5) > 0. Conclui-se que o ponto de equil´ıbrio ende´mico E¯
e´ assintoticamente esta´vel se as desigualdades anteriores forem satisfeitas.
Introduz-se no sistema (2.21) um atraso de tempo para representar a fase de infec¸a˜o do
v´ırus. O modelo obtido e´ o seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias com atraso:
dT
dt
= s− µTT (t) + rT (t)
(
1− T (t)+I(t)
Tmax
)
− k1T (t)V (t)
dI
dt
= k′1T (t− τ)V (t− τ)− µII(t)
dV
dt
= NµbI(t)− k1T (t)V (t)− µV V (t)
(2.25)
com os seguintes valores iniciais T (θ) = T0, I(0) = 0 e V (θ) = V0 com θ ∈ [−τ, 0]. Todos
os paraˆmetros teˆm o mesmo significado que no sistema (2.21). A constante positiva τ
representa a durac¸a˜o do atraso em dias.
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Os pontos de equil´ıbrio sa˜o o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a, E0 = (T0, 0, 0) e o ponto
de equil´ıbrio ende´mico E¯ = (T¯ , I¯ , V¯ ), onde T¯ , I¯ e V¯ sa˜o os mesmos do sistema (2.21).
O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a E0 e´ insta´vel quando τ = 0 e N > Ncrit, logo a
incorporac¸a˜o do atraso na˜o afeta a instabilidade. Assim, E0 e´ insta´vel se N > Ncrit, que e´
tambe´m a condic¸a˜o de viabilidade para o ponto de equil´ıbrio E¯. Para estudar a estabilidade
deste ponto, define-se: x(t) = T (t) − T¯ , y(t) = I(t) − I¯ e z(t) = V (t) − V¯ . Em seguida,
determina-se o sistema linearizado de (2.25) no ponto E¯ :
dx(t)
dt
= −
(
µT +
2rT¯+rI¯
Tmax
+ k1V¯ − r
)
x(t)− rT¯
Tmax
y(t)− k1T¯ z(t)
dy(t)
dt
= k′1V¯ x(t− τ)− µIy(t) + k1T¯ z(t− τ)
dz(t)
dt
= −k1V¯ x(t) +Nµby(t)− (k1T¯ + µV )z(t)
(2.26)
Expressa-se o sistema anterior em forma de matriz:
d
dt
 x(t)y(t)
z(t)
 = A1
 x(t)y(t)
z(t)
+ A2
 x(t− τ)y(t− τ)
z(t− τ)
 (2.27)
As matrizes A1 e A2 sa˜o dadas por:
A1 =
 −M − rT¯Tmax −k1T¯0 −µI 0
−k1V¯ Nµb −(k1T¯ + µV )

A2 =
 0 0 0k′1V¯ 0 k′1T¯
0 0 0

O valor de M e´ o mesmo que o definido para o sistema (2.21). A equac¸a˜o carater´ıstica
do sistema (2.26) e´ dada por: ∆(λ) = |λI − A1 − e−λτA2| = 0 ⇔ λ3 + a1λ2 + a2λ +
a3e
−λτ + a4λe−λτ + a5 = 0, onde ai sa˜o definidos como no sistema (2.21). Sabe-se que
E¯ e´ assintoticamente esta´vel se todas as ra´ızes da equac¸a˜o carater´ıstica tiverem parte real
negativa. Primeiro, observa-se que e´ uma equac¸a˜o transcendental e tem uma infinidade de
valores pro´prios. Em segundo lugar, uma vez que e´ transcendental o cla´ssico crite´rio de
Routh-Hurwitz na˜o pode ser usado. Enta˜o estuda-se a distribuic¸a˜o das ra´ızes da equac¸a˜o
transcendental analiticamente. O ponto de partida e´ assumir que o ponto de equil´ıbrio E¯
e´ esta´vel para o modelo (2.21) e deriva-se as condic¸o˜es sobre os paraˆmetros para assegurar
que o ponto de equil´ıbrio seja esta´vel no modelo com atraso. Para continuar, considera-se
que τ = 0 na equac¸a˜o carater´ıstica e obteˆm-se a equac¸a˜o carater´ıstica do modelo (2.21)
e assume-se que todas as ra´ızes teˆm parte real negativa. Pelo teorema de Rouche´’s e a
continuidade em τ, a equac¸a˜o transcendental tem ra´ızes com parte real positiva se e somente
se tiver ra´ızes imagina´rias puras. Estuda-se as ra´ızes imagina´rias puras, para tal denota-se
λ = η(n) + iω(t), com ω > 0, os valores pro´prios da equac¸a˜o carater´ıstica. Uma vez que o
equil´ıbrio e´ esta´vel no modelo (2.21), resulta que η(0) < 0 quando τ = 0. Por continuidade,
se τ > 0 for suficientemente pequeno enta˜o η(τ) < 0 e E¯ e´ ainda esta´vel. Se η(τ0) = 0 para
determinado valor τ0 > 0, de modo que λ = iω(τ0) seja uma ra´ız imagina´ria pura, logo E¯
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perde a sua estabilidade e, eventualmente, torna-se insta´vel quando η(τ) se torna positivo.
Por outras palavras, se um tal ω(τ0) na˜o existe, ou seja, se a equac¸a˜o carater´ıstica na˜o tem
ra´ızes imagina´rias puras para todos os atrasos, o ponto de equil´ıbrio E¯ e´ sempre esta´vel.
Enta˜o iω, com ω > 0 e´ uma ra´ız da equac¸a˜o se e so´ se
−iω3 − a1ω2 + ia2ω + a3(cosωτ − isinωτ) + a4ω(sinωτ + icosωτ) + a5 = 0 (2.28)
Separando a parte real e a parte imagina´ria obte´m-se:
a1ω
2 − a5 = a3cosωτ + a4ωsinωτ
ω3 − a2ω = −a3sinωτ + a4ωcosωτ (2.29)
Soma-se os quadrados de ambas as equac¸o˜es, obtendo-se:
ω6 + (a21 − 2a2)ω4 + (a22 − 2a1a5 − a24)ω2 + (a25 − a23) = 0 (2.30)
Supondo z = ω2, α = a21 − 2a2, β = a22 − 2a1a5 − a44 e γ = a25 − a23 enta˜o a equac¸a˜o (2.30) e´
a seguinte:
h(z) = z3 + αz2 + βz + γ = 0 (2.31)
Assume-se que γ ≥ 0, pois se γ ≥ 0 e β > 0, enta˜o a equac¸a˜o carater´ıstica na˜o tem ra´ızes
reais positivas. De facto, observe-se que dh(z)
dz
= 3z2 + 2αz + β. Calcula-se dh(z)
dz
= 0 e
conclui-se que as ra´ızes desta equac¸a˜o sa˜o:
z1,2 =
−α±
√
α2−3β
3
(2.32)
Se β > 0, enta˜o α2 − 3β < α2, ou seja, √α2 − 3β < α. Deste modo, nem z1 nem z2 sa˜o
positivas. Uma vez que h(0) = γ ≥ 0, enta˜o a equac¸a˜o (2.31) na˜o tem ra´ızes positivas. A
ana´lise efetuada e´ resumida pela seguinte proposic¸a˜o:
Suponha-se que:
1. a1 > 0, a3 + a5 > 0, a1(a2 + a4)− (a3 + a5) > 0;
2. γ ≥ 0 e β > 0
Enta˜o o ponto E¯ do modelo (2.25) e´ absolutamente esta´vel, isto e´, E¯ e´ assintoticamente
esta´vel para todo τ ≥ 0.
Por outro lado, se γ < 0, enta˜o na equac¸a˜o (2.31), h(0) < 0 e limz→∞h(z) = ∞. Logo a
equac¸a˜o tem pelo menos uma ra´ız positiva, denota-se por z0. Se β < 0, enta˜o
√
α2 − 3β > α,
pelo que z1 > 0, logo existe uma ra´ız positiva. Isto implica que a equac¸a˜o carater´ıstica
tem um par de ra´ızes imagina´rias puras. Assume-se que λ(τ) e´ valor pro´prio da equac¸a˜o
carater´ıstica se η(τ0) = 0 e ω(τ0) = ω0, logo
τj =
1
ω0
arcos
(
a4ω40+(a1a3−a2a4)ω20−a3a5
a23+a
2
4ω
2
0
)
+ 2jpi
ω0
, j = 0, 1, 2, . . . (2.33)
Adicionalmente, pode-se verificar que se mante´m a seguinte condic¸a˜o de transversalidade:
d
dτ
Reλ(τ)‖τ=τ0 = ddτ η(τ)‖τ=τ0 > 0 (2.34)
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Por continuidade, a parte real de λ(τ) torna-se positiva quando τ > τ0 e ponto de equil´ıbrio
torna-se insta´vel. Ale´m disso, ocorre uma bifurcac¸a˜o de Hopf quando τ passa o valor cr´ıtico
τ0. A ana´lise pode ser resumida na seguinte proposic¸a˜o:
Suponha-se que:
1. a1 > 0, a3 + a5 > 0 e a1(a2 + a4)− (a3 + a5) > 0
Se
2. γ < 0
ou
3. γ ≥ 0 e β < 0
Enta˜o o ponto E¯ do modelo (2.25) e´ assintoticamente esta´vel quando τ < τ0 e insta´vel
quando τ > τ0, onde
τ0 =
1
ω0
arcos
(
a4ω40+(a1a3−a2a4)ω20−a3a5
a23+a
2
4ω
2
0
)
(2.35)
Quando τ = τ0, ocorre uma bifurcac¸a˜o de Hopf, como tal, uma famı´lia de soluc¸o˜es perio´dicas
bifurca a partir de E¯.
Conclui-se que a incorporac¸a˜o de um atraso no modelo pode numa fase inicial causar algumas
oscilac¸o˜es na dinaˆmica das ce´lulas T CD4+ e do v´ırus, mas a longo prazo estas dinaˆmicas
tendem para o ponto de equil´ıbrio ende´mico.
2.8 Modelo de Wodarz e Nowak (2000)
Wodarz e Nowak [62] analisam a dinaˆmica das respostas CTLs antivirais e, para tal,
consideram um modelo ba´sico da infec¸a˜o do v´ırus, baseado em [64], tendo em conta as
ce´lulas na˜o infetadas x e as ce´lulas infetadas y. Supo˜em ainda que os CTLs consistem
em duas populac¸o˜es: as ce´lulas precursoras w e as ce´lulas efetoras z, obtendo o modelo
enunciado pelas seguintes equac¸o˜es diferenciais ordina´rias:
x˙ = λ− dx− βxy
y˙ = βxy − ay − pyz
w˙ = cyw(1− q)− bw
z˙ = cqyw − hz
(2.36)
As ce´lulas alvo sa˜o produzidas a uma taxa λ, morrem a uma taxa dx e sa˜o infetadas por
v´ırus a uma taxa βxy. As ce´lulas infetadas morrem a uma taxa ay e sa˜o mortas por ce´lulas
CTLs efetoras a uma taxa pyz. O p e´ a taxa de lise das ce´lulas infetadas. Em contacto com
o antige´nio, os CTLp proliferam a uma taxa cyw e diferenciam-se em ce´lulas efetoras a uma
taxa cqyw. Os CTL precursores morrem a uma taxa bw e os efetores morrem a uma taxa
hz. Os CTLp sa˜o caraterizados por um tempo me´dio de vida de 1
b
.
Se o nu´mero de reproduc¸a˜o do v´ırus, que e´ dado por R0 =
βλ
da
, for maior do que a unidade,
o v´ırus pode estabilizar uma infec¸a˜o persistente. Assim, a replicac¸a˜o do v´ırus, na auseˆncia
da imunidade e´ descrita pelo equil´ıbrio: (x(1), y(1), w(1), z(1)) = ( a
β
, λ
a
− d
β
, 0, 0).
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Se a resposta dos CTL for suficientemente forte para expandir, isto e´ se c(1− q)y(1) > b, o
sistema converge para o seguinte equil´ıbrio:
x(2) = λc(1−q)
dc(1−q)+bβ
y(2) = b
c(1−q)
w(2) = z
(2)h(1−q)
bq
z(2) = βx
(2)−a
p
(2.37)
Para valores baixos de b, o sistema leva muito tempo a convergir para o equil´ıbrio. Depois de
uma fase inicial transiente, a dinaˆmica converge para um estado de quase-estacionaridade,
y(1) = λ
a
− d
β
. O v´ırus no seu estado de quase-estacionaridade pode ser aproximado por
yˆ = ay(2), onde a > 1. Pore´m depois de um per´ıodo de tempo 1
b
, o sistema converge para o
equil´ıbrio, y(2).
Os autores alteraram o modelo anterior para incluir clones mu´ltiplos de CTL (i = 1, . . . , n)
espec´ıficos para diferentes tipos da populac¸a˜o do v´ırus. Assume-se que os clones de CTL
se caraterizam por uma diferente capacidade de resposta ao antige´nio ci e por diferentes
taxas de lise celular pi. Estas duas taxas podem ser correlacionadas, obtendo-se o seguinte
modelo:
x˙ = λ− dx− βxy
y˙ = βxy − ay − y∑i=1,...,n pizi
w˙i = ciywi(1− q)− bwi
z˙i = ciqywi − hzi
(2.38)
Pode-se ordenar os clones pelas suas habilidades competitivas, expressadas pelo valor do ci :
c1 > c2 > c3 > . . . > cn. Pelo que, se y estiver no seu ponto de equil´ıbrio, wi diminui de
acordo com uma taxa exponencial, descrita por wi(t) = e
−b
(
1− ci
c1
)
t
. No entanto, se b for muito
pequeno, o sistema leva muito tempo a convergir para o seu valor de equil´ıbrio. Neste caso,
o sistema permanece num estado de quase-estacionaridade durante um per´ıodo de tempo de
cerca de 1
b
. O v´ırus, no seu estado de quase-estacionaridade, tem as mesmas propriedades
que o v´ırus no seu estado de equil´ıbrio, mas e´ caraterizado por um valor superior, ou seja,
yˆ = α b
c(1−q) , onde α > 1. Neste caso, wi decresce a uma taxa wi(t) = e
−b
(
1− ci
c1
α
)
t
. Assim, o
clone de CTL persiste, se ciα > c1.
Alguns v´ırus requerem ativac¸a˜o das suas ce´lulas alvo, a fim de completar o seu ciclo de
replicac¸a˜o. Pode-se usar o modelo ba´sico descrevendo a dinaˆmica entre a replicac¸a˜o do
v´ırus e os CTLs, obtendo-se:
x˙ = λy
εy+1
− dx− βxy
y˙ = βxy − ay − pyz
w˙ = cyw(1− q)− bw
z˙ = cqyw − hz
(2.39)
Neste modelo, a taxa de produc¸a˜o de ce´lulas alvo na˜o e´ constante, depende do n´ıvel de carga
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de v´ırus fornecido por um est´ımulo de ativac¸a˜o. O equil´ıbrio que descreve a replicac¸a˜o do
v´ırus persistente na presenc¸a de uma resposta de CTL e´ o seguinte:
x∗ = λbc(1−q)
[c(1−q)+b][dc(1−q)+bβ]
y∗ = b
c(1−q)
w∗ = z
∗h
cpy∗
z∗ = βx
∗−a
p
(2.40)
A presenc¸a de CTLs dirigidos contra ep´ıtopos mu´ltiplos pode indicar duas situac¸o˜es alter-
nativas, dependendo da quantidade de v´ırus no paciente. Se a quantidade de v´ırus e´ baixa,
a presenc¸a de CTLs de memo´ria sa˜o de longa durac¸a˜o, na auseˆncia de antige´nio e teˆm
potencial para controlar a replicac¸a˜o do v´ırus, a longo prazo. Se a quantidade de v´ırus e´
elevada, a presenc¸a de CTLs dirigidos a mu´ltiplos ep´ıtopos indicam a heterogeneidade da
populac¸a˜o de v´ırus causada pela variac¸a˜o antige´nica.
2.9 Modelo de Perelson (2002)
Perelson estudou a dinaˆmica da transmissa˜o do HIV [43]. O modelo que descreve a dinaˆmica
do v´ırus, baseado em [6], e´ o seguinte:
dT
dt
= λ− dT − kV T
dI
dt
= kV T − δI
dV
dt
= pI − cV
(2.41)
O modelo considera um conjunto de ce´lulas suscet´ıveis a` infec¸a˜o, T, uma populac¸a˜o de
ce´lulas infetadas, I, e as part´ıculas de v´ırus livre, V. As ce´lulas alvo sa˜o infetadas pelo v´ırus
a uma taxa constante k, sa˜o produzidas a uma taxa λ e morrem a uma taxa d. As ce´lulas
infetadas produzem novos virio˜es a uma taxa p e morrem a uma taxa δ. Os virio˜es sa˜o
eliminados a uma taxa c. O tempo me´dio de vida de uma ce´lula infetada e´ 1
δ
. Se uma ce´lula
infetada produz um total de N virio˜es durante a sua vida u´til, a taxa me´dia de produc¸a˜o de
v´ırus por ce´lula e´ p = Nδ. Se p > cV, enta˜o a quantidade de v´ırus no organismo aumenta e
se, por outro lado, p < cV, a quantidade de v´ırus no organismo ira´ diminuir.
A partir das estimativas de c e δ, conclui-se que os limites superiores para a meia-vida dos
virio˜es e´ t 1
2
= ln2
c
e para a meia-vida das ce´lulas produtivamente infetadas e´ t 1
2
= ln2
δ
.
Supo˜e-se que inicialmente as ce´lulas esta˜o todas na˜o infetadas e, em seguida, introduz-se
uma pequena quantidade de v´ırus. Para que se possa analisar os efeitos de um fa´rmaco
modifica-se o sistema anterior. Assim, na presenc¸a das drogas, as equac¸o˜es do modelo sa˜o
as seguintes:
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dT
dt
= λ− dT − (1− εRT )kVIT
dI
dt
= (1− εRT )kVIT − δI
dVI
dt
= (1− εPI)pI − cVI
dVNI
dt
= εPIpI − cVNI
(2.42)
Denota-se por εRT e εPI a efica´cia dos inibidores de transcriptase reversa, RT, e a efica´cia
dos inibidores de protease, PI, e VI e VNI a concentrac¸a˜o de v´ırus infecioso e na˜o-infecioso,
respetivamente. A quantidade total de v´ırus e´ dada por V = VI + VNI .
Denota-se por V0 o estado de equil´ıbrio do v´ırus e obte´m-se a seguinte fo´rmula para a
diminuic¸a˜o da quantidade de v´ırus no organismo:
V (t) = V0e
−ct + cV0
c−δ
[
cV0
c−δ (e
−δt − e−ct)− δte−ct] (2.43)
A modelac¸a˜o matema´tica permite melhorar a compreensa˜o da dinaˆmica de ce´lulas T CD4+
e a resposta imunita´ria subjacente. O sucesso da descric¸a˜o da dinaˆmica do v´ırus HIV e
das ce´lulas T CD4+ e´ devido, em parte, a` disponibilidade de dados quantitativos altamente
fia´veis.
2.10 Modelo de Wodarz e Nowak (2002)
Wodarz e Nowak [63] partiram de um modelo ba´sico para a dinaˆmica do v´ırus dado em [6]
e desenvolveram um modelo matema´tico que capta a dinaˆmica da fuga antige´nica:
dvi
dt
= vi(r − pxi − sz) i = 1, . . . , n
dxi
dt
= kvi − bxi − uvxi i = 1, . . . , n
dz
dt
= k′v − bz − uvz
(2.44)
O modelo apresenta treˆs tipos de varia´veis: vi denota o tamanho da populac¸a˜o de v´ırus
mutantes i, xi denota a resposta imunita´ria especificamente dirigida contra a estirpe do
v´ırus i e z representa o grupo de respostas imunes espec´ıficas, dirigidas contra todos os
diferentes v´ırus mutantes. O nu´mero total de diferentes estirpes de v´ırus e´ dado por n.
Denota-se por v o total da populac¸a˜o de v´ırus, v =
∑
vi. O paraˆmetro r representa a taxa
me´dia de replicac¸a˜o de todas as diferentes estirpes de v´ırus; p representa a efica´cia das
respostas imunes e k a taxa espec´ıfica a` qual eles sa˜o invocados, similarmente s denota a
efica´cia dos grupos espec´ıficos das respostas imunes e k′ e´ a taxa a` qual eles sa˜o invocados.
O paraˆmetro u carateriza a capacidade do v´ırus de prejudicar as respostas imunes.
O modelo permite obter a equac¸a˜o para a populac¸a˜o total de v´ırus:
dv
dt
= v
(
r − pkv
b+ uv
D − sk
′v
b+ uv
)
Assume-se que xi converge para x
∗
i =
kvi
b+uv
e z converge para z∗ = k
′v
b+uv
, num curto espac¸o
de tempo. Por outro lado, denota-se por D, o ı´ndice de Simpson, vem D =
∑
(vi
v
)2. Se
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houver apenas uma estirpe do v´ırus, enta˜o D = 1. Se, por outro lado, existirem n estirpes
presentes, todos apresentam exatamente a mesma abundaˆncia, enta˜o D = 1
n
. Da u´ltima
equac¸a˜o, conclu´ı-se que v converge para v∗ = rb
sk′+pkD−ru .
Pela ana´lise do modelo, se ru > sk′+ pk, na˜o ha´ nenhuma fase assintoma´tica e a populac¸a˜o
de v´ırus replica-se a n´ıveis altos. Por outro lado, se sk′ > ru na˜o ha´ uma infec¸a˜o cro´nica.
Se sk′ + pk > ru > sk′ e´ poss´ıvel controlar a replicac¸a˜o do v´ırus, mas o grupo de respostas
espec´ıficas na˜o sa˜o capazes de o fazer. A transic¸a˜o cr´ıtica ocorre em D ru−sk
′
pk
, apo´s este valor,
a populac¸a˜o total de v´ırus cresce sem barreiras.
O modelo para a dinaˆmica da infec¸a˜o do HIV mostra como um modelo simples pode
ser aplicado a dados a fim de medir paraˆmetros cruciais. O modelo matema´tico permite
considerar novas hipo´teses sobre o mecanismo de progressa˜o da doenc¸a e os novos princ´ıpios
subjacentes do controlo imunolo´gico. Estas percec¸o˜es sa˜o aplicadas para controlar o HIV a
longo prazo.
Modelo de controlo de HIV mediado por CTL
O modelo matema´tico para as dinaˆmicas de comprometimento imunolo´gico, tendo como
ponto de partida os modelos [6] e [64], e´:
x˙ = λ− dx− βxv
y˙ = βxv − ay
v˙ = ky − uv
w˙ = cxyw − cqyw − bw
z˙ = cqyw − hz
(2.45)
No modelo, x denota as ce´lulas do sistema imunolo´gico que sa˜o suscet´ıveis ao HIV, w
representa a populac¸a˜o de CTL precursora ou CTLp e z designa a populac¸a˜o efetora ou
CTLe. Os CTLp proliferam em resposta a` estimulac¸a˜o antige´nica e depois diferenciam-se
em efetores. Os CTLp proliferam a uma taxa cxyw e morrem a uma taxa bw. A diferenciac¸a˜o
em efetores ocorre a uma taxa cqyw. Finalmente, os CTLe morrem a uma taxa hz.
Se a taxa de replicac¸a˜o for lenta e se situa abaixo do limiar, o grau de insuficieˆncia imune
sera´ fraca e os CTLs de memo´ria estabilizam, logo a infec¸a˜o sera´ controlada a longo prazo.
Se a taxa de replicac¸a˜o do v´ırus for elevada e situar-se acima do limiar, os CTLs de memo´ria
na˜o estabilizam e a longo prazo o v´ırus pode na˜o ser controlado. Se a taxa de replicac¸a˜o do
v´ırus apresentar um valor interme´dio, ambos os resultados da infec¸a˜o sa˜o poss´ıveis. Por um
lado, se o nu´mero inicial de CTLs for baixo, e´ prova´vel que a doenc¸a progrida. Por outro
lado, se o nu´mero inicial de CTLs for elevado, enta˜o a longo prazo o controlo da infec¸a˜o sera´
alcanc¸ado.
Este modelo sugere que a terapia precoce pode alterar substancialmente a dinaˆmica entre o
HIV e o sistema imunita´rio, como tal, o controlo do v´ırus pode ser alcanc¸ado.
2.11 Modelo de Komarova, Barnes, Klenerman e Wo-
darz (2003)
Komarova, Barnes, Klenerman e Wodarz [32] estudam a dinaˆmica entre uma infec¸a˜o imu-
nossupressora e as respostas imunes antivirais, considerando um modelo que conte´m duas
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varia´veis: a populac¸a˜o de v´ırus y e a populac¸a˜o de ce´lulas imunita´rias z. Pressupo˜e-se que
o grau de expansa˜o imune depende da quantidade de v´ırus e inibe o crescimento do v´ırus.
O modelo e´ dado pelo seguinte par de equac¸o˜es diferenciais:
y˙ = ygr(y)− yz
z˙ = zf(y)
(2.46)
A populac¸a˜o de v´ırus cresce a uma taxa descrita pela func¸a˜o gr(y). Esta e´ uma func¸a˜o que
depende da quantidade de v´ırus y e do paraˆmetro r. Este paraˆmetro denota-se como a taxa
de replicac¸a˜o viral. A populac¸a˜o de v´ırus torna-se inibida pela resposta imune a uma taxa
yz. A expansa˜o imune e´ determinada pela quantidade de v´ırus y e e´ descrita pela func¸a˜o
f(y). A u´nica suposic¸a˜o e´ que o crescimento do v´ırus e´ dependente da densidade.
Para que se obtenha os resultados pretendidos, gr(y) deve satisfazer:
1. gr(0) > 0,
2. ∂gr
∂y
< 0 ∀y,
3. Existe y∗ > 0 tal que gr(y∗) = 0,
4. ∂gr(y)
∂r
> 0 ∀r, y.
enquanto f(y) deve satisfazer:
1. Existem apenas dois valores y1, y2 > 0 tal que f(y1) = f(y2) = 0,
2. ∂f
∂y
> 0 para y = y1 e
∂f
∂y
< 0 para y = y2.
Conclu´ı-se que este modelo apresenta quatro pontos de equil´ıbrio: S0 : (y, z) = (0, 0);
Si : (y, z) = (y1, gr(y1)); S¯i : (y, z) = (y2, gr(y2)) e Sv : (y, z) = (y∗, 0).
Se r < r1, sendo r1 a soluc¸a˜o da equac¸a˜o gr1(0) = 0, enta˜o o ponto de equil´ıbrio S0 e´ esta´vel.
Por outro lado, se r1 < r < r2, sendo r2 a soluc¸a˜o da equac¸a˜o gr2(y1) = 0, enta˜o o ponto
de equil´ıbrio Sv e´ esta´vel. Pelo que, se r2 < r < r3, dado que r3 e´ a soluc¸a˜o da equac¸a˜o
gr3(y2) = 0, enta˜o o ponto de equil´ıbrio Si e´ esta´vel. Por fim, se r > r3, enta˜o quer o ponto
de equil´ıbrio Sv quer o ponto de equil´ıbrio Si sa˜o esta´veis. O ponto de equil´ıbrio S¯i e´ esta´vel
para valores que na˜o sa˜o relevantes biologicamente.
A melhor estrate´gia e´ interromper o tratamento quando as respostas imunes esta˜o em torno
do seu valor ma´ximo. O cessar do tratamento leva a que o sistema convirja para o resultado
de controlo imunolo´gico, caso o n´ıvel de respostas imunes se encontre acima do limiar. Se
o n´ıvel de respostas imunita´rias na˜o se encontrar acima do limiar, quando o tratamento
for interrompido, o sistema converge para o equil´ıbrio de pre´-tratamento. Neste caso, a
replicac¸a˜o de drogas e as interrupc¸o˜es da terapia podem resultar, a longo prazo, no controlo
do v´ırus. Embora o controlo a longo prazo do HIV, provavelmente, exija uma combinac¸a˜o
de tratamento com medicamentos e a vacinac¸a˜o.
Um exemplo do tipo de modelo apresentado anteriormente e´ o modelo que conte´m a dinaˆmica
de duas populac¸o˜es: a de v´ırus y e a resposta imune espec´ıfica do v´ırus que pode controlar
a infec¸a˜o a longo prazo z. O modelo e´ o seguinte:
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y˙ = ry
(
1− y
k
)− ay − pyz
z˙ = cyz
1+y
− qyz − bz (2.47)
A populac¸a˜o do v´ırus cresce a uma taxa de densidade dependente de ry
(
1− y
k
)
. O paraˆmetro
r representa a taxa de replicac¸a˜o do v´ırus, enquanto o paraˆmetro k representa o limite
ma´ximo do nu´mero de ce´lulas. A populac¸a˜o de v´ırus morre a uma taxa ay e torna-se
inibida pela resposta imune a uma taxa pyz. A resposta imune expande-se a uma taxa cyz
1+y
.
A populac¸a˜o de v´ırus inibe a resposta imunita´ria a uma taxa qyz. Finalmente, na auseˆncia
de estimulac¸a˜o antige´nica, a resposta imune diminui a uma taxa bz.
O modelo apresenta os seguintes pontos de equil´ıbrio: S0 : (y, z) = (0, 0); Si : (y, z) =
(y1, z1)); S¯i : (y, z) = (y2, z2) e Sv : (y, z) = (k
(
1− a
r
)
, 0), com y1,2 =
c−q−b∓
√
(c−q−b)2−4qb
2q
e z1,2 =
1
p
[
r
(
1− y1,2
k
)− a] . O ponto de equil´ıbrio S¯i e´ insta´vel. Se 0 < r < a, enta˜o o
sistema converge para S0. Se a < r <
a
1− y1
k
, o sistema converge para Sv. Por outro lado, se
a
1− y1
k
< r < a
1− y2
k
, enta˜o o sistema converge para Si. Por fim, se r >
a
1− y2
k
, enta˜o os pontos
de equil´ıbrio Si e Sv sa˜o esta´veis.
Finalmente, e´ importante salientar que os resultados na˜o dependem das formas espec´ıficas
das equac¸o˜es que descrevem o crescimento do v´ırus e da resposta imune, mas sim dos
pressupostos definidos inicialmente para o caso geral.
2.12 Modelo de Altes, Ribeiro e Boer (2003)
Altes, Ribeiro e Boer estudam um modelo determin´ıstico para a infec¸a˜o do HIV [4], descre-
vendo a dinaˆmica de quatro populac¸o˜es de ce´lulas: as ce´lulas alvo T, os clones das ce´lulas
T CD4+ espec´ıficas do HIV H1 e H2 e as ce´lulas infetadas I. Vem:
dT
dt
= σ − δTT − βITN(H1, H2)
dH1
dt
= σH +
αIH1
γ1+I
− εH21 − βHIH1N(H1, H2)
dH2
dt
= σH +
αIH2
γ2+I
− εH22 − βHIH2N(H1, H2)
dI
dt
= I[βT + βH(H1 +H2)]N(H1, H2)− δII −K(H1, H2)I
(2.48)
Assume-se que N(H1, H2) =
1
1+n1H1+n2+H2
, K(H1, H2) = k1H1 + k2H2, γ2 = gγ1 e g > 1.
As ce´lulas T sa˜o produzidas a uma taxa σ, morrem a uma taxa δT e sa˜o infetadas por
v´ırus a uma taxa βIN(H1, H2). A componente na˜o l´ıtica da resposta imune e´ refletida na
protec¸a˜o de ce´lulas alvo, atrave´s do termo N(H1, H2) limitando a infec¸a˜o, em que n1 e n2
referem-se a`s forc¸as das respostas na˜o l´ıticas geradas atrave´s dos clones das ce´lula T, H1
e H2, respetivamente. A componente l´ıtica e´ descrita pelo termo K(H1, H2)I. As ce´lulas
auxiliares das ce´lulas T CD4+, Hi, sa˜o produzidas em n´ıveis muito baixos, σH . A proliferac¸a˜o
satura-se como func¸a˜o do antige´nio e e´ dada por αIHi
γi+I
. Percebe-se que quanto menor for o
i, menor e´ a concentrac¸a˜o de antige´nio necessa´ria para extrair uma resposta imunita´ria. O
nu´mero de ce´lulas T auxiliares e´ controlado pelo termo εH2i , dependente da densidade de
morte. Estas ce´lulas sa˜o infetadas a uma taxa βHIN(H1, H2) e presume-se que as ce´lulas
espec´ıficas do HIV percam a sua func¸a˜o auxiliar apo´s a infec¸a˜o.
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Este modelo apresenta treˆs cena´rios. No primeiro apresenta-se um sistema com um clone
apenas, definido por um valor muito elevado de g. Neste caso, o segundo clone na˜o se pode
expandir por causa da sua pobre avidez. No segundo cena´rio, ambos os clones podem ser
extra´ıdos, ou seja, assume-se n1 = n2 = 0 e k1 = k2 6= 0, ou vice-versa. No u´ltimo cena´rio,
os dois clones induzem diferentes tipos de resposta, para tal, assume-se n2 = 0 e k1 = 0 ou
n1 = 0 e k2 = 0. Uma carater´ıstica importante do modelo e´ que mu´ltiplos clones podem
estavelmente coexistir no estado estaciona´rio, isto e´ poss´ıvel porque na˜o ha´ concorreˆncia
entre os clones. A competic¸a˜o entre os clones ocorre, mas indiretamente: os diferentes
clones competem pelo antige´nio, pois sa˜o ativados atrave´s dele. Como tal, se o clone 1 se
expande massivamente, ele ira´ remover as ce´lulas infetadas, pelo que havera´ menos espac¸o
para a ativac¸a˜o do clone 2.
Conclui-se que este modelo pode ser generalizado para n clones, com n > 2. E´ relevante
notar que a coexisteˆncia de va´rios clones das ce´lulas T contribui para diminuir a quantidade
de v´ırus no organismo.
2.13 Modelo de Jansen, Altes, Funk e Wodarz (2005)
Jansen, Altes, Funk e Wodarz analisam um modelo ba´sico para a dinaˆmica das ce´lulas B,
ou seja, as respostas imunes [31]. Este modelo apresenta quatro varia´veis: ce´lulas alvo na˜o
infetadas T , ce´lulas alvo infetadas I, o v´ırus livre V e a resposta imune B. As ce´lulas alvo
sa˜o formadas a uma taxa λ, sa˜o perdidas a uma taxa δT e a taxa de infec¸a˜o e´ βV T, onde β e´
o paraˆmetro de transmissa˜o. As ce´lulas infetadas morrem a uma taxa γI e produzem v´ırus a
uma taxa cγI. As part´ıculas de v´ırus sa˜o neutralizadas atrave´s de anticorpos. Assume-se que
a concentrac¸a˜o de anticorpo e´ proporcional a` concentrac¸a˜o de ce´lulas B. A taxa de remoc¸a˜o
de v´ırus e´ dada por kBV, onde k e´ o paraˆmetro de remoc¸a˜o. Na auseˆncia de infec¸o˜es
ou de respostas imunes a concentrac¸a˜o de v´ırus ira´ decair a uma taxa φV. Em contacto
com o antige´nio, as ce´lulas B proliferam e libertam anticorpos a uma taxa proporcional
a` quantidade de v´ırus livre aBV. Na auseˆncia de proliferac¸a˜o, a resposta imune diminui
exponencialmente a uma taxa µB. Assume-se que as dinaˆmicas sa˜o dominadas pelas ce´lulas
mais persistentes e, portanto, o paraˆmetro µ representa a taxa de mortalidade das ce´lulas
B. Assim, obte´m-se o seguinte modelo:
dT
dt
= λ− βV T − δT
dI
dt
= βV T − γI
dV
dt
= cγI − φV − kBV
dB
dt
= aBV − µB
(2.49)
Na auseˆncia de v´ırus, as ce´lulas alvo esta˜o num equil´ıbrio, onde: Tˆ = λ
δ
. Este modelo
permite estudar os crite´rios necessa´rios para proteger o organismo face a infec¸a˜o, ou seja,
estuda-se a vacinac¸a˜o. A vacinac¸a˜o permite a administrac¸a˜o de um antige´nio adequado.
Assim a partir desse momento, a resposta imune comec¸a lentamente a diminuir. Esta
diminuic¸a˜o e´ aproximadamente exponencial e pode ser descrita por B(t) = Bve
−µt. Para
prever como a vacinac¸a˜o protege da infec¸a˜o, calcula-se o n´ıvel da resposta imune com
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protec¸a˜o, Bthreshold. Assume-se que a diminuic¸a˜o das ce´lulas B e´ insignificante na escala
de tempo da infec¸a˜o prima´ria. Como tal, a dinaˆmica do sistema imunita´rio durante a
infec¸a˜o precoce e´ aproximada por:
dB
dt
= aV B (2.50)
Na dinaˆmica da populac¸a˜o de v´ırus, o nu´mero de reproduc¸a˜o e´ o nu´mero me´dio de ce´lulas
infetadas resultantes de uma u´nica ce´lula infetada, que de outro modo seria de v´ırus livre.
Se R0 > 1, a quantidade de v´ırus cresce atrave´s de uma reac¸a˜o em cadeia de novas infec¸o˜es.
Se R0 < 1, a quantidade de v´ırus diminui de forma constante. Assim, uma ce´lula infetada
no in´ıcio de uma infec¸a˜o pode dar origem a R0 =
βcTˆ
φ+kB
ce´lulas re´cem infetadas por unidade
de tempo. A protec¸a˜o contra a infec¸a˜o e´ fornecida se a forc¸a da resposta imune exceder o
n´ıvel cr´ıtico, ou seja R0 = 1 e Bthreshold =
βcTˆ−φ
k
. Assim, o tempo durante o qual a vacina
fornecera´ protec¸a˜o e´ dado por: t = 1
µ
ln Bv
Bthreshold
, onde Bv e´ a resposta imune gerada atrave´s
vacinac¸a˜o.
Vacinac¸a˜o baseada nas respostas das ce´lulas T
As ce´lulas T agem em ce´lulas infetadas e, portanto, na˜o e´ preciso considerar as part´ıculas
de v´ırus livres. Cada ce´lula infetada da´ origem a c part´ıculas de v´ırus e, consequentemente,
a taxa de infec¸a˜o e´ dada por βcIT. Consideram-se duas formas de ce´lulas T : ce´lulas
precursoras P e ce´lulas efetoras E. As ce´lulas P proliferam em ce´lulas E em contacto com
o antige´nio. Assume-se que a taxa de ativac¸a˜o de ce´lulas precursoras aumenta linearmente
com a quantidade de antige´nio I e e´ dada por bPI [61]. Em me´dia, uma ce´lula que prolifera
da´ origem a n ce´lulas efetoras. A estimulac¸a˜o conduz a um nu´mero de diviso˜es celulares
programadas, cerca de 7 a 10, seguida por uma contrac¸a˜o do nu´mero de ce´lulas. As ce´lulas
precursoras sa˜o removidas a uma taxa µ. As ce´lulas efetoras sa˜o removidas a uma taxa υ.
Como as ce´lulas efetoras teˆm uma vida curta, a taxa de remoc¸a˜o e´ muito maior do que a
taxa de remoc¸a˜o de ce´lulas precursoras, logo υ ≥ µ. As ce´lulas efetoras removem as ce´lulas
infetadas a uma taxa kEI. As ce´lulas efetoras transformam-se em ce´lulas de memo´ria a uma
taxa constante mE. Assume-se que as ce´lulas de memo´ria sa˜o ce´lulas de vida longa que, ao
entrar em contacto com o antige´nio, proliferam em ce´lulas efetoras. Adaptando o modelo
(2.49) com as ce´lulas T , obte´m-se:
dT
dt
= λ− βcIT − δT
dI
dt
= βcIT − γI − kEI
dP
dt
= mE − bPI − µP
dE
dt
= bnPI − υE −mE
(2.51)
Na auseˆncia de antige´nio e v´ırus, na˜o ha´ nem proliferac¸a˜o nem ativac¸a˜o e as equac¸o˜es das
ce´lulas T podem ser simplificadas, vem:
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dP
dt
= mE − µP
dE
dt
= −(υ +m)E
(2.52)
A populac¸a˜o efetora declina exponencialmente, obtendo-se: E(t) = Eυe
−(υ+m)t, onde Eυ e´
o n´ıvel apo´s a vacinac¸a˜o. O nu´mero de precursores apo´s a vacinac¸a˜o e´ Pυ e a populac¸a˜o de
precursores e´:
P (t) = Pυe
−µt + Eυ mυ+m−µ(e
−µt − e−t(υ+m)) (2.53)
Tal como no caso das ce´lulas B, o v´ırus na˜o pode aumentar, se a populac¸a˜o efetora
ultrapassar um determinado limiar, que e´ dado por Ethreshold =
βcTˆ−γ
k
. No entanto, porque
as ce´lulas efetoras teˆm uma vida curta, isso na˜o vai permitir uma protec¸a˜o duradoura, esta e´
apenas de 1
υ+m
ln Eυ
Ethreshol
unidades de tempo. Permanece a possibilidade de que uma vacina
pode ser feita com base em ce´lulas precursoras ou ce´lulas de memo´ria, que teˆm um tempo
de vida mais longo do que as ce´lulas efetoras. Se a perda de precursores for negligencia´vel
durante a infec¸a˜o, enta˜o a dinaˆmica das ce´lulas T e´ dada por:
dP
dt
= mE − bPI
dE
dt
= bnPI − υE −mE
(2.54)
Supo˜e-se um estado de quase-estacionaridade para as ce´lulas efetoras, obte´m-se E = bnPI
υ+m
.
Substituindo esta fo´rmula no nu´mero de reproduc¸a˜o, obte´m-se R0 =
βcTˆ
γ+kE
= 1 e Pthreshold =
υ+m
nbI
βcTˆ−γ
k
.
Mostra-se que a estimulac¸a˜o das ce´lulas T na˜o permite proteger da infec¸a˜o por um per´ıodo
de tempo sustentado. Ainda que possa existir uma estimulac¸a˜o cont´ınua, o n´ıvel de ce´lulas
efetoras tem de ser suficientemente elevado. Contudo, as vacinas sa˜o mais promissoras se
forem baseadas em ce´lulas T do que se fossem em ce´lulas B.
2.14 Modelo de Ribeiro, Hazenberg, Perelson e Da-
venport (2006)
Ribeiro, Hazenberg, Perelson e Davenport [48] apresentam um modelo para a dinaˆmica das
ce´lulas suscet´ıveis N , das ce´lulas de memo´ria M , das ce´lulas N e M infetadas com o v´ırus
do feno´tipo i, NIi e MIi, respetivamente, e do v´ırus livre do feno´tipo i, Vi, onde i = R5, X4
ou R5X4. Vem:
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dN
dt
= λ+ (1− 2f)rN −
∑i 3
i=1(βNiNVi)− δNN
dM
dt
= frNN + rMM −
∑i−3
i=1(βMiMVi)− δMM
dNIi
dt
= βNiNVi − δINIi
dMIi
dt
= βMiMVi − δIMIi
dVi
dt
= pNNIi + pMMIi − cVi − b(KNiN +KMiM)Vi
(2.55)
As ce´lulas suscet´ıveis sa˜o produzidas a partir do timo a uma taxa λ. A taxa de divisa˜o
das ce´lulas N e M sa˜o rN e rM , respetivamente. Esta aumenta com o nu´mero total de
ce´lulas T CD4+. Uma ce´lula N divide-se dando origem a uma ce´lula filha, que se pode
tornar uma ce´lula de memo´ria com probabilidade f ou permanecer como uma ce´lula N
com probabilidade 1 − f . As ce´lulas N e M infetam-se com o v´ırus do tipo i a taxas
βNi e βMi, respetivamente. As ce´lulas N e M infetadas produzem v´ırus a taxas pN e pM ,
respetivamente, proporcionais a`s taxas de divisa˜o das ce´lulas N e M , pN = prN e pM = prM .
O v´ırus livre e´ eliminado a uma taxa c. Ale´m disso, o v´ırus livre e´ removido por infec¸a˜o das
ce´lulas N e M . As taxas de infec¸a˜o das ce´lulas N e M pelo v´ırus do feno´tipo i sa˜o dadas por
βNi = βKNi e βMi = βKMI . Quando se considera o modelo, onde a infec¸a˜o e´ dependente
na divisa˜o celular, pN = pM e as taxas de infec¸a˜o pelo v´ırus do feno´tipo i das ce´lulas N e
M sa˜o βNi = βKNirN e βMi = βKMirM .
Em resumo, o modelo fornece um mecanismo de base para a evoluc¸a˜o do v´ırus X4 com a
progressa˜o da doenc¸a. Tambe´m fornece uma explicac¸a˜o para os efeitos de terapia antire-
troviral dos feno´tipos virais. Finalmente, o modelo preveˆ que os agentes CCR5 na˜o devem
promover o tropismo viral X4. O modelo na˜o tem a intenc¸a˜o de provar que a renovac¸a˜o
celular impulsiona a interrupc¸a˜o dos feno´tipos virais. No entanto, o modelo fornece uma
hipo´tese para explicar uma variedade de observac¸o˜es experimentais dos v´ırus R5 e X4.
2.15 Modelo de Wodarz e Hamer (2007)
Wodarz e Hamer [60] analisam um modelo matema´tico que descreve o desenvolvimento das
ce´lulas T CD4+ e das part´ıculas de v´ırus ao longo do tempo:
dy
dt
= ryυ(1− y
k
)− ay
dυ
dt
= ηy − uυ
(2.56)
As ce´lulas T CD4+ infetadas espec´ıficas do HIV sa˜o denotadas por y e as part´ıculas de
v´ırus livres sa˜o denotadas por υ. Assume-se que a taxa de proliferac¸a˜o das ce´lulas T CD4+
e´ proporcional a` quantidade de v´ırus dada por ryυ. Esta proliferac¸a˜o esta´ dependente da
densidade e e´ limitada pela capacidade de suporte k. Enta˜o, quando o nu´mero de ce´lulas
T CD4+ infetadas aumenta, a taxa de proliferac¸a˜o diminui. As ce´lulas T CD4+ infetadas
morrem a uma taxa ay. As ce´lulas infetadas produzem part´ıculas de v´ırus livres a uma taxa
ηy e decaem a uma taxa de uυ.
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Existem dois pontos de equil´ıbrio, um onde as ce´lulas T CD4+ infetadas na˜o se conseguem
expandir dado por (y, υ) = (0, 0) (ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a) e outro onde as
ce´lulas T CD4+ infetadas podem-se expandir, dado por (y, υ) = ( r
′k+
√
r′2k2−4r′ak
2r′ ,
ηy
u
), onde
r′ = rη
u
(ponto de equil´ıbrio ende´mico). O primeiro ponto de equil´ıbrio e´ sempre esta´vel.
Por outro lado, se a taxa de proliferac¸a˜o de ce´lulas T CD4+ se encontra acima do limiar, ou
seja r′ > 4a
k
, o segundo ponto de equil´ıbrio e´ esta´vel. Assim, se esta condic¸a˜o e´ satisfeita,
ambos os resultados sa˜o poss´ıveis, dependendo das condic¸o˜es iniciais. Se a quantidade inicial
das ce´lulas T CD4+ infetadas se encontra acima do limiar, as ce´lulas T CD4+ expandem-
se. Por outro lado, se esse nu´mero se encontrar abaixo do limiar, as ce´lulas T CD4+
na˜o se expandem. Este limiar da quantidade das ce´lulas T CD4+ infetadas e´ dado por
ythr =
r′k−√r′2k2−4r′ak
2r′ . A existeˆncia desta dependeˆncia no nu´mero inicial de ce´lulas T deve-
se ao facto das ce´lulas necessitarem de receber a estimulac¸a˜o antige´nica suficiente de modo
que a taxa de proliferac¸a˜o seja maior do que a taxa de morte.
Modelo considerando ce´lulas T CD4+ na˜o infetadas
As ce´lulas T CD4+ na˜o infetadas proliferam em resposta a` estimulac¸a˜o antige´nica a uma
taxa rx, morrem a uma taxa dx e tornam-se infetadas a uma taxa βxυ. A taxa de infec¸a˜o
e´, assim, proporcional a` quantidade de v´ırus presente. Note-se que a taxa de proliferac¸a˜o
das ce´lulas T CD4+ e´ dependente da densidade e diminui com o nu´mero total de ce´lulas T
CD4+ (infetadas e na˜o infetadas), atingindo um ponto de ajuste homeosta´tico descrito pelo
paraˆmetro k. O v´ırus e´ produzido a partir de ce´lulas infetadas a uma taxa η e decai a uma
taxa u. O modelo e´ baseado no modelo (2.56) e e´ descrito pelas equac¸o˜es seguintes:
dx
dt
= rxυ(1− x+y
k
)− dx− βxυ
dy
dt
= βxυ + ryυ(1− x+y
k
)− ay
dυ
dt
= ηy − uυ
(2.57)
A dinaˆmica pode convergir para dois pontos de equil´ıbrio esta´veis, sendo eles, (x, y, υ) =
(0, 0, 0) e (x, y, υ) = (0, r
′k+
√
r′2k2−4r′ak
2r′ ,
rη
u
). Note-se que o sistema e´ caraterizado por um
terceiro equil´ıbrio que descreve a coexisteˆncia de ce´lulas infetadas e na˜o infetadas. No
entanto, este ponto de equil´ıbrio e´ sempre insta´vel. O equil´ıbrio que descreve a estabilidade
da infec¸a˜o e´ esta´vel se r′ > 4a
k
e β > 2r
′(a−d)
r′k
√
r′2k2−4r′ak . Portanto, se a taxa de divisa˜o das ce´lulas
T CD4+ e a taxa de infec¸a˜o se situarem acima do limiar, a dinaˆmica pode resultar quer
em na˜o infec¸a˜o quer em infec¸a˜o nas ce´lulas T CD4+ espec´ıficas, dependendo das condic¸o˜es
iniciais. A estabilidade da infec¸a˜o e´ promovida por um nu´mero inicial elevado de ce´lulas
T CD4+ na˜o infetadas, bem como um elevado nu´mero inicial de ce´lulas T CD4+ infetadas.
Um nu´mero inicial elevado de ce´lulas T CD4+ infetadas fornece um alto grau de estimulac¸a˜o
antige´nica para expansa˜o. Um elevado nu´mero inicial de ce´lulas T CD4+ na˜o infetadas define
metas para que o v´ırus acelere o seu crescimento e haja gerac¸a˜o de unidades antige´nicas. Se,
por outro lado, o nu´mero inicial de ce´lulas T CD4+ infetadas e´ baixo e ha´ apenas poucas
ce´lulas T CD4+ suscet´ıveis para infetar, enta˜o o n´ıvel inicial de estimulac¸a˜o antige´nica, na˜o
e´ suficiente para a infec¸a˜o ser iniciada.
Estes requisitos para a estabilidade da infec¸a˜o sa˜o diferentes dos derivados pelo nu´mero
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de reproduc¸a˜o do v´ırus, R0. Se R0 < 1, uma ce´lula infetada da´ origem, em me´dia, pelo
menos a uma ce´lula infetada e a populac¸a˜o de v´ırus na˜o se consegue espalhar. Se R0 >
1, enta˜o uma ce´lula infetada da´ origem, em me´dia, a mais de uma ce´lula infetada e a
populac¸a˜o de v´ırus cresce. Se a replicac¸a˜o do v´ırus em ce´lulas T CD4+ espec´ıficas do HIV
e´ estabilizada, o modelo sugere que todas as ce´lulas T CD4+ sa˜o infetadas com o HIV (100
% de prevaleˆncia). A raza˜o e´ que tanto as ce´lulas suscet´ıveis como as ce´lulas infetadas
proliferam, mas a propagac¸a˜o do v´ırus reduz o nu´mero de ce´lulas T CD4+ suscet´ıveis e
aumenta o nu´mero de ce´lulas T CD4+ infetadas. Os dados sugerem que as ce´lulas T CD4+
na˜o infetadas podem coexistir com ce´lulas infetadas. Tal e´ causado por fatores adicionais,
tais como a existeˆncia de ce´lulas alvo que na˜o reagem especificamente ao HIV ou na presenc¸a
de respostas efetoras imunes. Este resultado realc¸a a capacidade do HIV prejudicar de forma
ra´pida as respostas das ce´lulas T CD4+ atrave´s da infec¸a˜o das suas especificidades.
2.16 Modelo de Lv e Yuan (2009)
Lv e Yuan [33] apresentam um modelo para a interac¸a˜o das ce´lulas alvo na˜o infetadas
x, das ce´lulas alvo infetadas y, das ce´lulas duplamente infetadas z, das ce´lulas livres de
v´ırus v e das ce´lulas livres de v´ırus geneticamente modificado w. As ce´lulas na˜o infetadas
sa˜o reabastecidas no tecido linfo´ide secunda´rio a uma taxa constante s e morrem a uma
taxa dx ou sa˜o reduzidas pelo contacto com v´ırus a uma taxa βxv. As ce´lulas infetadas
produzem part´ıculas de v´ırus a uma velocidade k durante a sua vida. As ce´lulas de v´ırus
livre morrem a uma taxa pv. O v´ırus geneticamente modificado infeta as ce´lulas infetadas a
uma taxa αwy, transformando-as em ce´lulas duplamente infetadas. O v´ırus geneticamente
modificado morre a uma taxa qw. As ce´lulas duplamente infetadas morrem a uma taxa bz
e os v´ırus geneticamente modificado sa˜o libertados a uma taxa cz. Assume-se que todos
os paraˆmetros do modelo sa˜o nu´meros reais positivos. Com estas definic¸o˜es e suposic¸o˜es, o
sistema de equac¸o˜es diferenciais e´ o seguinte:
x˙ = s− dx− βxv
y˙ = β
∫∞
0
x(t− τ)v(t− τ)gn1,b1(τ)e−m1τdτ − ay − αwy
z˙ = α
∫∞
0
w(t− τ)y(t− τ)gn2,b2(τ)e−m2τdτ − bz
v˙ = k
∫∞
0
y(t− τ)gn3,b3(τ)e−m3τdτ − pv
w˙ = c
∫∞
0
z(t− τ)gn4,b4(τ)e−m4τdτ − qw
(2.58)
O termo e−miτ (i = 1, 2, 3, 4) representa as ce´lulas que esta˜o infetadas no tempo t mas
morrem antes de se tornarem produtivamente infetadas em τ unidades de tempo mais tarde.
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o gni,bi(τ) (i = 1, 2, 3, 4) e´ definida por:
gni,bi(τ) =
τni−1
(ni − 1)!bnii
e−τ/bi i = 1, 2, 3, 4 (2.59)
Os paraˆmetros ni e bi definem o atraso me´dio, τ¯i = nib1, a variaˆncia e´ nib
2
i e o pico da
distribuic¸a˜o e´ (ni− 1)bi (i = 1, 2, 3, 4). Assim ni (i = 1, 2, 3, 4) e´ um nu´mero inteiro positivo,
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ni ≥ 1 (i = 1, 2, 3, 4). Substituindo bi = τ¯ini (i = 1, 2, 3, 4) em 2.59 obte´m-se
gni,bi(τ) =
nnii τ
ni−1
(ni − 1)!τ¯nii
e−niτ/τ¯i i = 1, 2, 3, 4 (2.60)
com variaˆncia
τ¯2i
ni
(i = 1, 2, 3, 4). Assim, o atraso me´dio permite definir a localizac¸a˜o do atraso
e ni (i = 1, 2, 3, 4) permite definir a largura da distribuic¸a˜o. Quando ni = 1 (i = 1, 2, 3, 4),
a distribuic¸a˜o reduz-se a uma distribuic¸a˜o exponencial, e no limite ni →∞(i = 1, 2, 3, 4), a
distribuic¸a˜o da func¸a˜o gni,τ¯i(t) aproxima-se de uma func¸a˜o delta, δ(t− τ¯i).
O sistema (2.58) tem treˆs pontos de equil´ıbrio. Mostra-se que se a terapia for suficientemente
eficaz, o modelo prediz que o v´ırus sera´ eliminado e que o equil´ıbrio livre de infec¸a˜o e´ esta´vel.
Quando o atraso e´ constante, pode-se normalizar o atraso usando a seguinte propriedade:∫ ∞
0
fi(τ)e
−miτdτ = 1 (i = 1, 2, 3, 4) (2.61)
Para o caso de uma func¸a˜o gama, fi(τ) = gni,bi(τ), e´ poss´ıvel reescalar o modelo (2.58):
x˙ = s− dx− βxv
y˙ = β¯
∫∞
0
x(t− τ)v(t− τ)gn1,bˆ1(τ)dτ − ay − αwy
z˙ = α¯
∫∞
0
w(t− τ)y(t− τ)gn2,bˆ2(τ)dτ − bz
v˙ = k¯
∫∞
0
y(t− τ)gn3,bˆ3(τ)dτ − pv
w˙ = c¯
∫∞
0
z(t− τ)gn4,bˆ4(τ)dτ − qw
(2.62)
onde
bˆi =
bi
1+mibi
β¯ = β
(1+m1b1)n1
α¯ = α
(1+m2b2)n2
k¯ = k
(1+m3b3)n3
c¯ = c
(1+m4b4)n4∫∞
0
gni,bˆi(τ)dτ = 1 (i = 1, 2, 3, 4)
(2.63)
As condic¸o˜es iniciais sa˜o dadas por: x(θ) = ϕ1(θ), y(θ) = ϕ2(θ), z(θ) = ϕ3(θ), v(θ) = ϕ4(θ)
e w(θ) = ϕ5(θ), θ ∈ (−∞, 0], onde ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕ5)T tal que ϕi(θ) ≥ 0, (θ ∈ (−∞, 0], i =
1, 2, 3, 4, 5).
Dada a natureza das varia´veis, considerando condic¸o˜es iniciais na˜o negativas, a soluc¸a˜o
permanece na˜o negativa. Define-se
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R5+ = {(x, y, z, v, w) ∈ R5 : x > 0, y > 0, z > 0, v > 0, w > 0} (2.64)
Por ca´lculos simples, determina-se o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a E0 :
(
s
d
, 0, 0, 0, 0
)
.
Os outros dois pontos de equil´ıbrio com significado biolo´gico sa˜o:
Es =
(
ap
β¯k¯
, sβ¯
aβ
− dp
βk¯
, 0, sk¯β¯
apβ
− d
β
, 0
)
Ed =
(
sα¯c¯p
D
, bq
c¯α¯
, qQ
αc¯D
, bqk¯
α¯c¯p
, Q
αD
) (2.65)
onde Q = α¯β¯sc¯k¯−aα¯c¯pd−abβk¯q e D = α¯c¯pd+βbk¯q, sendo o primeiro, o ponto de equil´ıbrio
de infec¸a˜o por um u´nico v´ırus e o segundo, o ponto de equil´ıbrio de dupla-infec¸a˜o. O nu´mero
de reproduc¸a˜o, R0 e´ definido por:
R0 =
β¯k¯s
apd
(2.66)
Como tal, Es existe se e somente se R0 > 1. O ponto de equil´ıbrio de dupla-infec¸a˜o
existe (com significado biolo´gico) se e somente se Q > 0. Define-se um segundo nu´mero de
reproduc¸a˜o:
Rd =
c¯sα¯β¯
aβbq
(
1− 1
R0
)
(2.67)
Verifica-se que Q = αβbk¯q(Rd − 1), pelo que Rd > 1 ⇔ Q > 0. Assim, tem-se: Es =(
ap
β¯k¯
, sβ¯
αβ
(
1− 1
R0
)
, 0, d
β
(R0 − 1), 0
)
Para analisar a estabilidade local de um ponto de equil´ıbrio no modelo (2.62) e´ necessa´rio
calcular a equac¸a˜o carater´ıstica da matriz jacobiana J(E), onde E = (xˆ, yˆ, zˆ, vˆ, wˆ). Vem:
det(λI − J(E)) = det

λ+ d+ βvˆ 0 0 βxˆ 0
−β¯vˆF1(λ) λ+ a+ αwˆ 0 −β¯xˆF1(λ) αyˆ
0 −α¯wˆF2(λ) λ+ b 0 −α¯yˆF2(λ)
0 −k¯F3(λ) 0 λ+ p 0
0 0 −cˆF4(λ) 0 λ+ q
 = 0
onde
Fi(λ) =
∫ ∞
0
gni,bˆi(τ)e
−λτdτ = (1+bˆiλ)−ni =
(
1 +
λ ¯taui
ni +miτ¯i
)−ni
= Fi(λ, τ¯i), i = 1, 2, 3, 4
As ra´ızes da equac¸a˜o det(λI − J(E)) = 0 determinam a estabilidade local do ponto de
equil´ıbrio E.
Para o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a, E = E0, a equac¸a˜o carater´ıstica e´ dada por:
(λ+ d)(λ+ q)(λ+ b)
(
λ2 + (a+ p)λ+ ap− sk¯β¯
d
F1(λ, τ¯1)F3(λ, τ¯3)
)
= 0 (2.68)
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Para o caso τ¯1 = τ¯3 = 0, tem-se gn1,bˆ1(u) = gn3,bˆ3(u) = δ(u). Pelo que F1(λ, τ¯1) = F3(λ, τ¯3) =
1. Assim, pela Regra dos Sinais de Descartes, as ra´ızes da equac¸a˜o anterior teˆm todas parte
real negativa, se R0 < 1. Para o caso τ¯1 > 0 e τ¯3 > 0, estuda-se os zeros da equac¸a˜o seguinte:
H1(λ, τ¯1, τ¯3) = λ
2 + (a+ p)λ+ ap− sk¯β¯
d
F1(λ, τ¯1)F3(λ, τ¯3) (2.69)
A introduc¸a˜o de um atraso pode provocar alterac¸o˜es na estabilidade, se e somente se
para algum valor de τ¯1 > 0 e τ¯3 > 0, existe uma ra´ız puramente imagina´ria da equac¸a˜o
H1(λ, τ¯1, τ¯3) = 0.
Mostra-se que se R0 < 1 enta˜o H1(λ, τ¯1, τ¯3) = 0 na˜o tem ra´ızes puramente imagina´rias. Pelo
que, se R0 < 1 enta˜o o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a E0 e´ localmente esta´vel.
De seguida, estuda-se a estabilidade global do ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a E0.
Considerando
∫∞
0
gni,bˆi(τ)dτ = 1 (i = 1, 2, 3, 4), tem-se:
dx∞ ≤ (d+ βv∞)x∞ ≤ s
ay∞ ≤ (a+ αw∞)y∞ ≤ β¯x∞v∞
bz∞ ≤ α¯w∞y∞
pv∞ ≤ k¯y∞
qw∞ ≤ c¯z∞
(2.70)
Afirma-se que y∞ = 0, caso contra´rio y∞ > 0, v∞ > 0. Pelo que,
pv∞ ≤ k¯y∞ ≤ k¯β¯
a
x∞v∞ ≤ k¯β¯s
ad
v∞ (2.71)
Conclu´ı-se que p ≤ k¯β¯s
ad
, contradizendo a condic¸a˜o R0 < 1. Assim, y
∞ = 0, o que implica
z∞ = 0, v∞ = 0 e w∞ = 0. Pelo que, conclui-se que y(t) → 0 quando t → ∞. Da mesma
forma, z(t), v(t) e w(t) tendem para 0 quando t → ∞. Finalmente, como v(t) → 0, a
primeira equac¸a˜o (2.62) e´ dada por x˙ = s−dx. Como tal, x(t)→ s
d
, quando t→∞. Assim,
conclui-se que, quando R0 < 1, o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a E0 e´ globalmente
assintoticamente esta´vel, implicando que o v´ırus na˜o pode invadir independentemente da
sua quantidade inicial. Quando R0 > 1, o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a E0 torna-se
insta´vel, o que implica que o v´ırus pode persistir.
De seguida, estuda-se a estabilidade do ponto de equil´ıbrio de infec¸a˜o por um u´nico v´ırus
Es. A equac¸a˜o carater´ıstica da matriz de linearizac¸a˜o do sistema (2.62) no ponto Es e´ dada
por:
(λ2 + (b+ q)λ+ bq − c¯α¯yˆF2(λ, τ¯2)F4(λ, τ¯4))(λ3 + λ2(a+ p+ d+ βvˆ) + λ(ap− k¯β¯xˆF1(λ, τ¯1)F3(λ, τ¯3))+
+(a+ p)(d+ βvˆ) + (d+ βvˆ)(ap− k¯β¯xˆF1(λ, τ¯1)F3(λ, τ¯3)) + k¯β¯βxˆvˆF1(λ, τ¯1)F3(λ, τ¯3)) = 0
Quando τ¯j = 0, Fj(λ, τ¯j) = 1, (j = 1, 2, 3, 4), todas as ra´ızes da equac¸a˜o anterior teˆm
parte real negativa, se R0 ∈
(
1, 1 + bqβk¯
pdc¯α¯
)
. Quando τ¯j > 0 (j = 1, 2, 3, 4), considera-se duas
equac¸o˜es:
λ2 + (b+ q)λ+ bq − c¯α¯yˆF2(λ, τ¯2)F4(λ, τ¯4) = 0
λ3 + λ2(a+ p+ d+ βvˆ) + λ(ap− k¯β¯xˆF1(λ, τ¯1)F3(λ, τ¯3)) + (a+ p)(d+ βvˆ)+
+(d+ βvˆ)(ap− k¯β¯xˆF1(λ, τ¯1)F3(λ, τ¯3)) + k¯β¯βxˆvˆF1(λ, τ¯1)F3(λ, τ¯3)) = 0
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Como anteriormente, conclui-se que se R0 > 1 e Rd < 1, isto e´, R0 ∈
(
1, 1 + bqβk¯
pdc¯α¯
)
, enta˜o a
equac¸a˜o carater´ıstica para o ponto de equil´ıbrio Es na˜o tem ra´ızes imagina´rias puras. Como
tal, se R0 > 1 e Rd < 1, enta˜o o ponto de equil´ıbrio Es e´ localmente esta´vel.
A fim de estudar a estabilidade global do ponto de equil´ıbrio Es, constro´i-se uma func¸a˜o de
Lyapunov e aplica-se o princ´ıpio de invariaˆncia de LaSalle. A func¸a˜o de Lyapunov e´ dada
por:
V = 1
β
(x− x∗lnx) + 1
β¯
(y − y∗lny) + α
α¯β¯
z + a
k¯β¯
(v − v∗lnv) + bα
c¯α¯β¯
w + bˆ1
∑n1
i=1(Ei,bˆ1 − x∗v∗lnEi,bˆ1)
+αbˆ2
β¯
∑n2
j=1 Fj,bˆ2 +
abˆ3
β¯
∑n3
l=1(Gl,bˆ3 − y∗lnGl,bˆ3) + bαbˆ4α¯β¯
∑n4
m=1Mm,bˆ4
Pelo princ´ıpio de invariaˆncia de LaSalle, conclui-se que Es e´ globalmente assintoticamente
esta´vel. Como tal, quando R0 > 1 e Rd < 1, enta˜o o ponto de equil´ıbrio Es e´ globalmente
assintoticamente esta´vel.
Por outro lado, quando Rd > 1, o ponto de equil´ıbrio Es e´ insta´vel e na˜o existe o ponto de
equil´ıbrio Ed.
Dos resultados obtidos, conclui-se que, para controlar o HIV e as ce´lulas infetadas por um
u´nico v´ırus, uma estrate´gia deve ter como objetivo reduzir o valor do nu´mero de reproduc¸a˜o.
Note-se que ρ¯ = ρ
(1+mb)n
≈ (1− nmb)ρ, logo e´ uma fo´rmula expl´ıcita de obter o nu´mero de
reproduc¸a˜o R0. Como tal, para se diminuir R0, aumenta-se o per´ıodo de lateˆncia e/ou adia-
se o per´ıodo de produc¸a˜o de ce´lulas infetadas e part´ıculas de v´ırus livre, respetivamente,
isto e´, aumenta-se τ¯1 = n1b1 e τ¯3 = n3b3. Da mesma forma, para um valor R0 > 1, a
fim de evitar a infec¸a˜o dupla, deve-se reduzir o valor do nu´mero de reproduc¸a˜o Rd < 1 e,
para tal, aumenta-se o per´ıodo de lateˆncia e/ou adia-se o per´ıodo de produc¸a˜o das ce´lulas
duplamente infetadas pelo v´ırus geneticamente modificado, respetivamente, isto e´, aumenta-
se τ¯2 = n2b2 e τ¯4 = n2b2. Na fo´rmula expl´ıcita do R0, percebe-se que R0 e´ independente dos
paraˆmetros de z e w. Neste sentido, a introduc¸a˜o do v´ırus geneticamente modificado na˜o
ajuda a eliminar completamente o HIV. No entanto, o v´ırus geneticamente modificado pode
aumentar a populac¸a˜o de ce´lulas sauda´veis e reduzir a quantidade de v´ırus.
2.17 Modelo de Roy e Wodarz (2012)
Roy e Wodarz [65] analisam um modelo onde assumem apenas uma populac¸a˜o u´nica de
ce´lulas auxiliares, como [60]. Denota-se por S as ce´lulas alvo na˜o infetadas na˜o espec´ıficas,
por I as ce´lulas alvo infetadas na˜o espec´ıficas, por x as ce´lulas auxiliares na˜o infetadas
espec´ıficas, por y as ce´lulas auxiliares infetadas espec´ıficas e por ν a populac¸a˜o de v´ırus
livre. O modelo que descreve a infec¸a˜o num per´ıodo de tempo me´dio e´ dado por:
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dx
dt
= rxν(γ+)(γ+η)
(x+y+)(ν+η)
− dx− βxν
dy
dt
= βxν − ay
dS
dt
= λ− dnsS − βnsSν
dI
dt
= βnsSν − ansI
dν
dt
= ky + knsI − uν
(2.72)
Denota-se por r a taxa de proliferac¸a˜o das ce´lulas T auxiliares espec´ıficas do HIV em contacto
com o v´ırus. Esta taxa de proliferac¸a˜o e´ proporcional a` quantidade de v´ırus. A proliferac¸a˜o
de ce´lulas T a longo prazo satura com o crescimento do nu´mero total de ce´lulas T espec´ıficas
(x + y). O grau de saturac¸a˜o e´ dado pelos paraˆmetros  e η. Eles tambe´m aparecem no
numerador da expressa˜o, de tal modo que, os valores elevados de  e η na˜o reduzem o prazo
de proliferac¸a˜o e exigem mudanc¸a de escala de r. Em contacto com o v´ırus, as ce´lulas
auxiliares espec´ıficas sa˜o infetadas a uma taxa β e as ce´lulas auxiliares infetadas morrem a
uma taxa a. As ce´lulas alvo na˜o espec´ıficas sa˜o produzidas a uma taxa λ, morrem a uma
taxa dns e tornam-se infetadas apo´s contacto com v´ırus a uma taxa βns. As ce´lulas alvo
infetadas na˜o espec´ıficas morrem a uma taxa ans. O v´ırus e´ produzido por ce´lulas espec´ıficas
e na˜o espec´ıficas infetadas a uma taxa k e kns, respetivamente. Por fim, o nu´mero de v´ırus
livre decai a uma taxa u.
Define-se o nu´mero de reproduc¸a˜o do modelo por:
R0 =
λβnskns
dnsansu
Se R0 > 1, enta˜o o v´ırus pode estabelecer uma infec¸a˜o nas ce´lulas alvo na˜o espec´ıficas. Se a
resposta das ce´lulas T na˜o se tornar esta´vel, o sistema converge para o seguinte equil´ıbrio:
S∗ =
uans
βnskns
, I∗ =
λβnskns − dnsansu
βnsknsans
, ν∗ =
λβnskns − dnsansu
βnsansu
, x∗ = 0, y∗ = 0.
Por outro lado se a resposta das ce´lulas T for esta´vel, o sistema converge para um ponto de
equil´ıbrio diferente em que todas as populac¸o˜es sa˜o maiores do que zero.
E´ necessa´rio ter em considerac¸a˜o que o nu´mero inicial de ce´lulas auxiliares deve ser maior
do que zero, para que esta populac¸a˜o se expanda, em resposta a` estimulac¸a˜o antige´nica. A
resposta das ce´lulas T espec´ıficas torna-se esta´vel se rν
∗(γ−)(γ−η)
(ν∗+η) −βnsν∗−d > 0, isto e´, se a
taxa de proliferac¸a˜o induzida por antige´nio e´ maior do que a combinac¸a˜o da taxa de morte
natural e a induzida por v´ırus. Se a desigualdade na˜o for va´lida, a resposta da ce´lula T
espec´ıfica auxiliar pode ou na˜o ser esta´vel dependendo das condic¸o˜es iniciais. Se o nu´mero
de reproduc¸a˜o do v´ırus das ce´lulas na˜o espec´ıficas e´ inferior a um (R0 < 1), enta˜o a infec¸a˜o
das ce´lulas na˜o espec´ıficas pode na˜o ser esta´vel (dependendo das condic¸o˜es iniciais).
Modelo com duas ce´lulas auxiliares
Considera-se dois clones incorporados nas ce´lulas auxiliares espec´ıficas em que o v´ırus se
pode replicar. Denota-se o clone 1 pelo ı´ndice 1 e o clone 2 pelo ı´ndice 2. Supo˜e-se que
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os dois clones diferem apenas nas suas taxas de proliferac¸a˜o, r1 e r2. Assim, o modelo e´ o
seguinte:
dx1
dt
= r1x1ν(γ+)(γ+η)
(x1+y1+)(ν+η)
− dx1 − βx1ν
dy1
dt
= βx1ν − ay1
dx2
dt
= r2x2ν(γ+)(γ+η)
(x2+y2+)(ν+η)
− dx2 − βx2ν
dy2
dt
= βx2ν − ay2
dS
dt
= λ− dnsS − βnsSν
dI
dt
= βnsSν − ansI
dν
dt
= k(y1 + y2) + knsI − uν
(2.73)
Assume-se que o nu´mero de reproduc¸a˜o do v´ırus nas ce´lulas alvo na˜o espec´ıficas e´ apenas
maior do que um, assegurando estabilidade da infec¸a˜o no sistema. Ale´m disso, assume-
se que cada clone da ce´lula auxiliar pode-se estabilizar sem a dependeˆncia de tamanhos
populacionais iniciais (exceto o zero).
Por outro lado, uma menor taxa de infec¸a˜o de ce´lulas auxiliares e uma maior taxa de morte
de ce´lulas infetadas promove a coexisteˆncia de ambas as respostas. Se estes dois paraˆmetros
sa˜o influenciados por respostas efetoras imunes de qualquer tipo, isto pode ser interpretado
como significando que o v´ırus mais forte leva a` supressa˜o da coexisteˆncia dos clones de
ce´lulas auxiliares, enquanto que a supressa˜o do v´ırus menos eficiente conduz ao resultado de
exclusa˜o. Se a taxa de proliferac¸a˜o do clone mais fraco, r2, se encontra acima do limiar em
relac¸a˜o ao valor de r1, a coexisteˆncia e´ observada, de outro modo a exclusa˜o ocorre. Quanto
maior for o valor de r1, maior tera´ de ser o valor de r2 para assegurar a coexisteˆncia.
Modelo com competic¸a˜o direta das ce´lulas auxiliares
No modelo anterior, assumiu-se que cada clone e´ regulado separadamente, ou seja, que
na˜o competem diretamente sob qualquer forma. Tal facto teve como objetivo mostrar
que, mesmo na auseˆncia de competic¸a˜o, se obte´m resultados semelhantes aos observados.
Seguidamente inclui-se a concorreˆncia direta no modelo, obtendo-se:
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dx1
dt
= r1x1ν(γ+)(γ+η)
(x1+y1+x2+y2+)(ν+η)
− dx1 − βx1ν
dy1
dt
= βx1ν − ay1
dx2
dt
= r2x2ν(γ+)(γ+η)
(x1+y1+x2+y2+)(ν+η)
− dx2 − βx2ν
dy2
dt
= βx2ν − ay2
dS
dt
= λ− dnsS − βnsSν
dI
dt
= βnsSν − ansI
dν
dt
= k(y1 + y2) + knsI − uν
(2.74)
No modelo, a saturac¸a˜o e´ determinada pelo nu´mero total de ce´lulas auxiliares espec´ıficas
que pertencem a um clone (x1 + y1 + x2 + y2). Em contraste com o modelo anterior, esta
formulac¸a˜o e´ caraterizada por um u´nico resultado: a persisteˆncia de um clone espec´ıfico da
ce´lula auxiliar e a extinc¸a˜o do outro. O clone com a maior taxa l´ıquida de expansa˜o e´ o que
persiste.
Modelo com CTL
Ate´ ao momento, considerou-se a dinaˆmica da infec¸a˜o do v´ırus em ce´lulas auxiliares es-
pec´ıficas na auseˆncia de quaisquer respostas efetoras. Contudo, as respostas de ce´lulas
auxiliares promovem o desenvolvimento das respostas efetoras que, por sua vez, pode su-
primir a populac¸a˜o de v´ırus. Como tal, denota-se a populac¸a˜o de linfo´citos T citoto´xicos
(CTL) por C e obte´m-se o seguinte modelo:
dx1
dt
= r1x1ν(γ+)(γ+η)
(x1+y1+)(ν+η)
− dx1 − βx1ν
dy1
dt
= βx1ν − ay1 − py1C
dx2
dt
= r2x2ν(γ+)(γ+η)
(x2+y2+)(ν+η)
− dx2 − βx2ν
dy2
dt
= βx2ν − ay2 − py2C
dS
dt
= λ− dnsS − βnsSν
dI
dt
= βnsSν − ansI − pIC
dν
dt
= k(y1 + y2) + knsI − uν
dC
dt
= g(x1+x2)(y1+y2+I)
qC+1
− bC
(2.75)
A taxa de expansa˜o de C depende tanto da presenc¸a de ce´lulas na˜o infetadas auxiliares
espec´ıficas (x1 + x2) como da presenc¸a de ce´lulas infetadas (y1 + y2 + I). Ambos os clones
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de ce´lulas auxiliares podem promover a expansa˜o de C. A taxa de proliferac¸a˜o de C e´ dada
pelo paraˆmetro g. Ce´lulas T auxiliares sa˜o pensadas para ativar C indiretamente atrave´s
da ativac¸a˜o de ce´lulas de antige´nios. Na auseˆncia de estimulac¸a˜o, o C morre a uma taxa b.
A populac¸a˜o C causa a lise das ce´lulas infetadas a uma taxa p e inibe a taxa de produc¸a˜o
de v´ırus por ce´lulas infetadas a uma taxa q.
Aumentando os valores de p e de q, obte´m-se uma reduc¸a˜o na quantidade de v´ırus e do
nu´mero de ce´lulas infetadas. Se as taxas de atividade efetora se encontram abaixo do limiar,
enta˜o a competic¸a˜o aparente pode conduzir a` exclusa˜o do clone mais fraco da ce´lula auxiliar.
Por outro lado, se a taxa de atividade efetora atravessar o limiar, os dois clones das ce´lulas
auxiliares coexistem. Este resultado e´ ana´logo ao resultado encontrado anteriormente, onde
uma reduc¸a˜o na cine´tica da replicac¸a˜o viral e um aumento na taxa de morte de ce´lulas
infetadas promoviam a coexisteˆncia. Finalmente, se a taxa de atividade efetora de C for
muito aumentada, a carga de v´ırus tornar-se-a´ demasiado baixa para estimular o clone mais
forte da ce´lula auxiliar. As tendeˆncias sa˜o semelhantes para os paraˆmetros que descrevem a
taxa de proliferac¸a˜o de C, g, e da taxa de morte de C, b. Quanto maior o valor de g e menor
o valor de b, o grau de supressa˜o do v´ırus e´ mais forte e a carga do v´ırus torna-se inferior.
O menor grau de supressa˜o do v´ırus leva a` exclusa˜o do clone mais fraco da ce´lula auxiliar.
Aumentando o grau de supressa˜o do v´ırus, existe coexisteˆncia dos clones. Contudo, um
novo aumento da populac¸a˜o de v´ırus resulta na supressa˜o dos n´ıveis da carga do v´ırus que
se tornam demasiado baixos para estimular o clone mais fraco da ce´lula auxiliar, levando a`
sua exclusa˜o.
2.18 Modelo de Dalal, Greenhalgh, Mao (2007)
Dalal, Greenhalgh e Mao [18] aplicam a estocasticidade a um modelo de SIDA, atrave´s da
te´cnica de perturbac¸a˜o de um paraˆmetro. Esta e´ a te´cnica padra˜o da modelac¸a˜o estoca´stica
de populac¸o˜es. Considera-se um modelo com dois grupos para a populac¸a˜o suscet´ıvel e
infetada. Assume-se que os indiv´ıduos pertencem a um de dois grupos distintos dentro
de cada populac¸a˜o, tendo em conta o facto de serem ou na˜o sexualmente ativos. Esta
diferenciac¸a˜o e´ definida pelos n´ıveis de risco α1 e α2. Estes paraˆmetros representam a
probabilidade de os indiv´ıduos na˜o insistirem no uso do preservativo. Assume-se que 0 ≤
α1 ≤ α2 ≤ 1, pelo que o primeiro grupo e´ mais seguro do que o segundo. Por outro lado,
se um indiv´ıduo do primeiro grupo tiver relac¸o˜es sexuais com um indiv´ıduo do segundo
grupo, a probabilidade de usarem preservativo e´ 1 − α1α2. As varia´veis do modelo sa˜o:
x1(t), nu´mero de indiv´ıduos suscet´ıveis no tempo t para o primeiro grupo, x2(t), nu´mero
de indiv´ıduos infetados no tempo t para o primeiro grupo, x3(t), nu´mero de indiv´ıduos
suscet´ıveis no tempo t para o segundo grupo e x4(t), nu´mero de indiv´ıduos infetados no
tempo t para o segundo grupo. O modelo apresentado e´ o seguinte, discutido em [25]:
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dx1(t)
dt
= λ1 − µx1(t)−B1(t)x1(t) + C21x3(t)− C12x1(t)
dx2(t)
dt
= B1(t)x1(t)− (µ+ σ +D12)x2(t) +D21x4(t)
dx3(t)
dt
= λ2 − µx3(t)−B2(t)x3(t) + C12x1(t)− C21x3(t)
dx4(t)
dt
= B2(t)x3(t)− (µ+ σ +D21)x4(t) +D12x2(t)
(2.76)
onde Bi(t) = βcαiF (t) para i = 1, 2 e F (t) =
α1x2(t)+α2x4(t)
x1(t)+x2(t)+x3(t)+x4(t)
. Os paraˆmetros do modelo
sa˜o: λ1, taxa de recrutamento de novos indiv´ıduos suscet´ıveis para o primeiro grupo, λ2,
taxa de recrutamento de novos indiv´ıduos suscet´ıveis para o segundo grupo, µ, taxa de
indiv´ıduos que deixam ambas as populac¸a˜o por motivos na˜o relacionados com a doenc¸a,
σ, taxa de indiv´ıduos infetados que desenvolvem SIDA, β, risco me´dio de ficar infetado
pelo parceiro, quando os flu´ıdos corporais sa˜o compartilhados, c, nu´mero me´dio de parceiros
por indiv´ıduo por unidade de tempo. O paraˆmetro α1 e´ a probabilidade do indiv´ıduo do
primeiro grupo na˜o insistir no uso do preservativo, α2 e´ a probabilidade do indiv´ıduo do
segundo grupo na˜o insistir no uso do preservativo, C12 e´ a taxa de migrac¸a˜o de indiv´ıduos
suscet´ıveis do grupo seguro para o grupo de risco, C21 e´ a taxa de migrac¸a˜o de suscet´ıveis
do grupo de risco para o grupo seguro, D12 e´ a taxa de migrac¸a˜o de indiv´ıduos infetados do
grupo seguro para o grupo de risco, D21 e´ a taxa de migrac¸a˜o de indiv´ıduos infetados do
grupo de risco para o grupo seguro. Assume-se que um indiv´ıduo no primeiro grupo tem
c∆t+ o(∆t) parceiros em [t, t+ ∆t). A probabilidade de um contacto no tempo t com um
parceiro infetado que na˜o insiste no uso do preservativo e´ F (t). O nu´mero de infec¸o˜es do
primeiro grupo por indiv´ıduo em [t, t + ∆t) e´ βcα1F (t)∆t + o(∆t). Da mesma forma, o
nu´mero de infec¸o˜es de indiv´ıduos do segundo grupo em [t, t + ∆t) e´ βcα2F (t)∆t + o(∆t).
Derivando a expressa˜o de R0, mostra-se que este modelo de dois grupos tem um ponto de
equil´ıbrio livre de doenc¸a que e´ localmente assintoticamente esta´vel para R0 < 1 e insta´vel
para R0 > 1. Ale´m disso, se R0 > 1, enta˜o existe um u´nico ponto de equil´ıbrio ende´mico,
mas se R0 < 1, podem existir dois pontos de equil´ıbrio ende´micos.
Contudo, resultados mais completos sa˜o obtidos para um caso particular deste modelo, dado
por:
dx1(t)
dt
= λ1 − µx1(t)
dx2(t)
dt
= D21x4(t)− (µ+ σ)x2(t)
dx3(t)
dt
= λ2 − βcα22x4(t)x3(t)T (t) − µx3(t)
dx4(t)
dt
= βcα22x4(t)
x3
T (t)
− (µ+ σ +D21)x4(t)
(2.77)
onde T (t) = x1(t) + x2(t) + x3(t) + x4(t). Analisa-se um caso especial do modelo, onde os
indiv´ıduos da populac¸a˜o do primeiro grupo sa˜o completamente seguros nas suas relac¸o˜es
sexuais, logo α1 = 0. Tambe´m os indiv´ıduos infetados migram do grupo de risco para grupo
seguro, mas no sentido inverso na˜o ha´ migrac¸a˜o e, tambe´m, na˜o ha´ nenhuma migrac¸a˜o
de suscet´ıveis, pelo que C12 = C21 = D12 = 0. Esta forma particular de migrac¸a˜o e´
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especialmente importante para indiv´ıduos infetados pelo HIV, que descobrem que esta˜o
infetados atrave´s do teste de HIV positivo e consequentemente adotam pra´ticas sexuais
seguras. Este modelo tem R0 =
βcα22(1−Λ)
µ+σ+D21
onde Λ = λ1
λ1+λ2
. A infec¸a˜o por HIV na˜o
e´ uniformemente expressa em todos os indiv´ıduos. Uma pequena proporc¸a˜o de pessoas
infetadas com o v´ırus da SIDA desenvolvem a doenc¸a e morrem dentro de meses apo´s a
infec¸a˜o prima´ria, enquanto cerca de 5 por cento dos indiv´ıduos infetados com HIV na˜o
apresentam sinais de progressa˜o da doenc¸a, mesmo apo´s 12 ou mais anos. Por outro lado,
fatores como a idade ou diferenc¸as gene´ticas entre os indiv´ıduos influenciam a quantidade
de v´ırus no indiv´ıduo, bem como as coinfec¸o˜es com outras doenc¸as. Pore´m, na pra´tica,
geralmente estima-se um valor me´dio mais um termo de erro para o paraˆmetro σ e assume-
se que o termo de erro segue uma distribuic¸a˜o normal, de modo que, para um u´nico indiv´ıduo
infetado, a probabilidade de um evento em [t, t+ ∆t) e´ aproximadamente N(σ∆t, σ21∆t) +
o(∆t). Portanto, substitui-se σ por σ + σ1B˙(t), onde B˙(t) e´ ru´ıdo branco, ou seja, B(t) e´
um movimento Browniano. Assim, σ1 > 0 e´ a intensidade do ru´ıdo. Esta e´ uma te´cnica
padra˜o na modelac¸a˜o estoca´stica de populac¸o˜es e introduz estocasticidade no modelo. O
novo sistema e´ descrito pelo seguinte conjunto de equac¸o˜es diferenciais estoca´sticas:
dx1(t)
dt
= λ1 − µx1(t)
dx2(t) = [D21x4(t)− (µ+ σ)x2(t)]dt− σ1x2(t)dB(t)
dx3(t)
dt
= λ2 − βcα22x4(t)x3(t)T (t) − µx3(t)
dx4(t) = [βcα
2
2x4(t)
x3
T (t)
− (µ+ σ +D21)x4(t)]dt− σ1x4(t)dB(t)
(2.78)
Para ana´lise do modelo, considera-se (Ω,F , P ) o espac¸o de probabilidade completo com uma
filtrac¸a˜o {Ft}t≥0, que satisfac¸a o aumento e continuidade a` direita, enquanto F0 conte´m
todos os conjuntos P-nulos. Seja B(t) um movimento browniano unidimensional definido
neste espac¸o de probabilidade. Considera-se R4++ = {x ∈ R4 : xi > 0, 1 ≤ i ≤ 4},
R3++ = {x ∈ R3 : xi > 0, 2 ≤ i ≤ 4}, R4+ = {x ∈ R4 : xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ 4} e x(t) =
(x1(t), x2(t), x3(t), x4(t))
T e y(t) = (x2(t), x3(t), x4(t))
T .
A seguinte desigualdade e´ va´lida:
u ≤ 2(u+ 1− log(u))− (4− 2log2), ∀u > 0 (2.79)
Pelo que, se σ1, µ, σ, D21 e β sa˜o nu´meros reais positivos e 0 < λ1, α2 < 1, enta˜o para
qualquer valor inicial x0 ∈ R4++, existe uma u´nica soluc¸a˜o x(t) para as equac¸o˜es do modelo
com t ≥ 0 e a soluc¸a˜o permanece em R4++ com probabilidade 1, ou seja, x(t) ∈ R4++ para
todo t ≥ 0 quase certamente.
Como as condic¸o˜es iniciais sa˜o reais, podem ter alguma componente zero, pelo que e´
importante considerar o que acontece se x0 ∈ R4+. Assim sendo, se σ1, µ, σ, D21 e β
sa˜o nu´meros reais positivos e 0 < λ1, α2 < 1, enta˜o para qualquer valor inicial x0 ∈ R4+, a
soluc¸a˜o das equac¸o˜es do modelo permanecera´ em R4+ com probabilidade 1, ou seja, x(t) ∈ R4+
para todo t ≥ 0, quase certamente.
Como o sistema de equac¸o˜es diferenciais e´ parcialmente estoca´stico e parcialmente de-
termin´ıstico, analisam-se as equac¸o˜es individualmente, para perceber o comportamento
assinto´tico das varia´veis. Considera-se A(t) e U(t) dois processos cont´ınuos adaptados
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crescentes para t ≥ 0 com A(0) = U(0) = 0 quase certamente. Seja M(t) uma varia´vel
real cont´ınua local com M(0) = 0 quase certamente e ξ e´ uma varia´vel F0 na˜o-negativa,
aleato´ria mensura´vel tal que Eξ <∞. Como tal
X(t) = ξ + A(t)− U(t) +M(t), t ≥ 0 (2.80)
Se X(t) e´ na˜o-negativo, enta˜o:
{limt→∞A(t) <∞} ⊂ {limt→∞X(t) <∞} ∩ {limt→∞U(t) <∞} (2.81)
quase certamente, onde G ⊂ D quase certamente significa P (G ∩Dc) = 0. Em particular,
se limt→∞A(t) <∞ quase certamente, enta˜o para quase todo ω ∈ Ω,
limt→∞X(t, ω) <∞
limt→∞U(t, ω) <∞
limt→∞M(t, ω)
(2.82)
existe e e´ finito.
O nu´mero de reproduc¸a˜o e´ dado por R1 =
βcα22(1−Λ)
µ+σ+D21+
σ21
2
. Se R1 < 1, enta˜o o sistema de
equac¸o˜es diferenciais estoca´sticas e´ globalmente assintoticamente esta´vel no sentido em que,
para qualquer valor inicial x0 ∈ R4+, a soluc¸a˜o tendera´ assintoticamente para o ponto de
equil´ıbrio
(
λ1
µ
, 0, λ2
µ
, 0
)
com probabilidade 1. Como tal, as populac¸o˜es infetadas morrem
com o tempo e a populac¸a˜o suscet´ıvel estabiliza-se em λ1
µ
e λ2
µ
para o primeiro e o segundo
grupos, respetivamente.
Analisa-se as diferentes formas de estabilidade do ponto de equil´ıbrio livre da doenc¸a,
sendo elas a estabilidade exponencial quase certa e o momento de estabilidade exponencial.
Considera-se que uma equac¸a˜o diferencial estoca´stica e´ d-dimensional se e´ escrita na forma:
dx(t) = f(x(t), t)dt+ g(x(t), t)dB(t) (2.83)
para t ≥ 0 com a condic¸a˜o inicial x(0) = x0. A soluc¸a˜o e´ denotada por x(t;x0) e assume-se
que f(0, t) = 0 e g(0, t) = 0 para ∀t ≥ t0. A soluc¸a˜o trivial ou posic¸a˜o de equil´ıbrio e´
denotada por x(t0) = 0. A soluc¸a˜o trivial da equac¸a˜o anterior e´ exponencialmente esta´vel
quase certamente, se
lim supt→∞
1
t
log|x(t;x0)| < 0 quase certamente (2.84)
Por outro lado, a soluc¸a˜o trivial da equac¸a˜o e´ exponencialmente esta´vel no momento p-e´simo
se ha´ um par de constantes positivas λ e C tais que
E|x(t;x0)|p ≤ C|x0|pe−λt (2.85)
com t ≥ 0 e para todo x0 ∈ Rd. Quando p = 2, a soluc¸a˜o denomina-se por exponencialmente
esta´vel em ra´ız me´dia quadrada.
Considera-se a populac¸a˜o perto do ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a, ou seja, x1(t) =
λ1
µ
+ η1,
x3(t) =
λ2
µ
+ η3 e x2(t), x4(t) pequenos. Comec¸a-se por estudar a estabilidade exponencial
quase certa e escreve-se:
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dx˜(t) ≈
(−(µ+ σ) D21
0 βcα22(1− Λ)− (µ+ σ +D21)
)
x˜(t)dt− σ1x˜(t)dB(t) (2.86)
onde x˜(t) = (x2(t), x4(t))
T . A soluc¸a˜o e´ dada por
x˜(t) = exp
[(
F − 1
2
σ21I
)
t− σ1IB(t)
]
x˜0 (2.87)
onde I e´ a matriz identidade e
F =
(−(µ+ σ) D21
0 βcα22(1− Λ)− (µ+ σ +D21)
)
(2.88)
Supo˜e-se que R1 < 1, pelo que os valores pro´prios de F − 12σ21I sa˜o reais e negativos e∣∣∣∣exp [(F − 12σ21I
)
t
]∣∣∣∣ ≤ Ce−2λt (2.89)
para algumas constantes positivas C e λ. Como tal,
lim supt→∞
1
t
log|x˜(t)| ≤ −2λ quase certamente (2.90)
Por conseguinte, existe t0, para t ≥ t0, tal que
|x˜(t)| ≤ |x˜(t0)|e−λ(t−t0) quase certamente (2.91)
Sem perda de generalidade, pode-se assumir que λ < µ e concluir que
‖x1(t)− λ1
µ
‖ ≤ ‖x1(0)− λ1
µ
‖e−µt (2.92)
Seguidamente, assume-se que ξ = x3 − λ2µ , pelo que
dξ
dt
= −µξ − βcα22
x2x4
T
(2.93)
Integrando a expressa˜o (2.93) para t ≥ t0, vem:
ξ(t) = ξ(t0)e
−µ(t−t0) − e−µt ∫ t
t0
βcα22
x3(s)x4(s)
T (s)
eµsds
| ξ(t) | ≤ | ξ(t0) | e−µ(t−t0) + βcα22e−µt
∫ t
t0
| x˜(0) | e−λs+µsds
≤
(
| ξ(t0) | +βcα
2
2|x˜(t0)|
µ−λ
)
e−λ(t−t0) quase certamente
(2.94)
Por isso, para t ≥ t0
‖x(t)−
(
λ1
µ
, 0,
λ2
µ
, 0
)
‖ ≤ C1e−λ(t−t0) (2.95)
para alguma constante C1. Portanto, o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ exponencial-
mente esta´vel localmente quase certamente. Se R1 > 1 e x˜(0) = (0, 1)
T enta˜o
x4(t) = exp(−κt− σ1IB(t)) (2.96)
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Um argumento similar mostra que lim inft→∞ 1t log|x4(t)| > −κ > 0 quase certamente,
de modo que o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ quase certamente exponencialmente
insta´vel.
De seguida, estuda-se a estabilidade exponencial no momento p-e´simo. Designa-se:
a11(t) = −
(
µ+ σ +
σ21
2
)
t− σ1B(t)
a12(t) = D12t
a22(t) =
(
βcα22(1− Λ)− (µ+ σ +D21)− σ
2
1
2
)
t− σ1B(t)
(2.97)
Perto do ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a, tem-se:
x4(t) = x4(0)e
a22(t) (2.98)
pelo que, ξ = x3 − λ2µ , logo:
dξ
dt
= −µξ − βcα22 x3x4T
ξ(t) = ξ(0)e−µt − e−µt ∫ t
0
βcα22
x3(s)x4(s)
T (s)
eµsds
(2.99)
Note-se que: ∫ t
0
βcα22
x3(s)x4(s)
T (s)
eµsds ≤ βcα22
∫ t
0
x4(0)e
a22(s)+µsds (2.100)
enta˜o:
‖ξ(t)‖ ≤ ‖ξ(0)‖e−µt + βcα22x4(0)e−µt
∫ t
0
ea22(s)+µsds
≤ 2max
(
‖ξ(0)‖e−µt, βcα22x4(0)e−µt
∫ t
0
ea22(s)+µsds
) (2.101)
E´ fa´cil de mostrar que se A =
(
a11 a12
0 a22
)
enta˜o
eA =
(
ea11 a12
a11−a22 (e
a11 − ea22)
0 ea22
)
se a11 6= a22
eA =
(
ea11 a12e
a11
0 ea22
)
se a11 = a22
(2.102)
A soluc¸a˜o no ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ dada por:
x˜(0) = exp
[(
F − 1
2
σ21I
)
t− σ1IBt
]
x˜(0) (2.103)
Sabe-se que: (
F − 1
2
σ21I
)
t− σ1IBt =
(
a11(t) a12(t)
0 a22(t)
)
(2.104)
supo˜e-se que βcα22(1− Λ) 6= D21, enta˜o
x˜(t) =
(
ea11(t) a12(t)
a11(t)−a22(t)(e
a11(t) − ea22(t))
0 ea22(t)
)
x˜(0) = rea11(t) + sea22(t) (2.105)
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onde r e s sa˜o vetores constantes. Portanto,
‖x˜(0)‖ ≤ K0emax(a11(t),a22(t)) (2.106)
onde K0 = 2max(‖r‖, ‖s‖). Ale´m disso,
‖x1(t)− λ1
µ
‖ ≤ ‖x1(0)− λ1
µ
‖e−µt (2.107)
Portanto, escreve-se ˜˜x(t) =
(
x1(t)− λ1µ , x2(t), x3(t)− λ2µ , x4(t)
)
e obte´m-se
‖˜˜x(t)‖2 =
(
x1(t)− λ1µ
)2
+ x22(t) +
(
x3(t)− λ2µ
)2
+ x24(t)
≤ 3max
(
‖˜˜x(t)‖, ‖x1(t)− λ1µ ‖2, ‖x3(t)− λ2µ ‖2
)
≤ 3max
(
K1e
max(2a11(t),2a22(t),−2µt), K2e−2µt‖
∫ t
0
ea22(s)+µsds‖2
) (2.108)
onde K1 = max(K
2
0 , 4‖ξ(0)‖2, ‖x1(0) − λ1µ ‖2) e k2 = 4‖βcα22x4(0)‖2. Para qualquer p > 0,
vem:
‖˜˜x(t)‖p ≤ 3 p2max
(
K
p
2
1 e
max(pa11(t),pa22(t),−pµt), K
p
2
2 e
−pµt‖ ∫ t
0
ea22(s)+µsds‖p
)
(2.109)
Assim sendo,
E‖˜˜x(t)‖p ≤ 3 p2K
p
2
1
(
e−(µ+σ+
1
2
σ21)pt+
p2σ21
2
t + e(βcα
2
2(1−Λ)−(µ+σ+D21)−
−σ21
2
)pt+
p2σ21
2
t + e−pµt
)
+K3t
p−1e−pµt +K4tp−1e(βcα
2
2(1−Λ)−(µ+σ+D21)−
−σ21
2
)pt+
p2σ21
2
t
+K5t
pe−pµt
para algumas constantes K3, K4 e K5. Para (µ+σ)−max(0, βcα22(1−Λ)−D21) > (p−1)σ
2
1
2
,
o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ exponencialmente esta´vel no p-e´simo momento. Por
outro lado, se
(p−1)σ21
2
> µ+ σ e x˜(0) = (1, 0)T , enta˜o:
x˜(t) = (ea11(t),0)T
‖x˜(t)‖p = epa11(t)
E‖x˜(t)‖p ≤ Eepa11(t) = ep[ (p−1)σ
2
1
2
−(µ+σ)]t
(2.110)
Portanto, neste caso o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ exponencialmente insta´vel no
p-e´simo momento, para qualquer p > 0. Da mesma forma, se
(p− 1)σ21
2
> (µ+ σ +D21)− βcα22(1− Λ) (2.111)
enta˜o o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ exponencialmente insta´vel no p-e´simo momento,
para qualquer p > 0. Pore´m no caso em que βcα22(1− Λ) = D21, enta˜o
x˜(t) =
(
ea11(t) a12(t)e
a11(t)
0 ea22(t)
)
x˜(0) (2.112)
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Com um argumento semelhante mostra-se que, se
(µ+ σ)−max(0, βcα22(1− Λ)−D21) >
(p− 1)σ21
2
(2.113)
enta˜o o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ exponencialmente esta´vel no p-e´simo momento
para p ≥ 1 e e´ exponencialmente insta´vel no p-e´simo momento para qualquer p > 0 se
(µ+ σ)−max(0, βcα22(1− Λ)−D21) <
(p− 1)σ21
2
(2.114)
E´ poss´ıvel mostrar que o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ localmente exponencialmente
esta´vel no p-e´simo momento, se 0 < p < 1 e R0 < 1, mas como os espac¸os L
p mais
importantes sa˜o os espac¸os onde p e´ um inteiro positivo, na˜o tem interesse prosseguir por
aqui. Pode-se tambe´m mostrar que o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ localmente
estocasticamente assintoticamente esta´vel, se R1 < 1 e localmente estocasticamente insta´vel,
se R1 > 1.
Verifica-se que o termo do ru´ıdo tende a estabilizar o sistema pela estabilidade exponencial
quase certa e pela estabilidade em probabilidade, mas na˜o para a estabilidade exponencial
no p-e´simo momento, se p ≥ 1. Tambe´m se observa que o ru´ıdo na˜o muda muito o sistema,
pois na˜o afeta o significado dos paraˆmetros biolo´gicos. No entanto, como o mundo real
na˜o e´ determin´ıstico, e´ importante analisar a inclusa˜o de efeitos estoca´sticos em modelos
determin´ısticos e este estudo indica que a introduc¸a˜o de um ru´ıdo num modelo determin´ıstico
pode ter um efeito estabilizador.
2.19 Modelo de Chaharborj, Bakar, Alli e Malik (2009)
Chaharborj, Bakar, Alli e Malik [12] apresentam o modelo DI que explica a distribuic¸a˜o
dos tempos de infec¸a˜o devido a` SIDA, assumindo variac¸o˜es na durac¸a˜o da infec¸a˜o entre os
indiv´ıduos, dividindo a populac¸a˜o infetada em n grupos, como mostra a Figura 2.1.
O modelo e´ dado pelas seguintes equac¸o˜es diferenciais ordina´rias:
dS
dt
= µ(S0 − S)− λS
dIi
dt
= piλS − (µ− νi)Ii, i = 1, . . . , n
dA
dt
=
∑n
j=1 νiIi − δA
(2.115)
Assume-se que λ(t) =
∑n
i=1 λi(t) e λi(t) = rβi
Ii(t)
N(t)
, onde N(t) = S(t)+
∑n
j=1 Ii(t). Denota-se
por S os indiv´ıduos suscet´ıveis, por Ii o nu´mero de pessoas infetadas no grupo i e por A
o nu´mero de indiv´ıduos infetados que na˜o transmitem mais a doenc¸a. A constante S0 e´ o
ponto de equil´ıbrio da populac¸a˜o S, quando nenhum v´ırus esta´ presente na populac¸a˜o. O
paraˆmetro µ e´ a taxa de mortalidade natural na auseˆncia do HIV e a taxa das pessoas que
entram e saem da populac¸a˜o suscet´ıvel sexualmente ativa, por alterac¸a˜o de comportamentos
ou migrac¸a˜o. A taxa de infec¸a˜o dos suscet´ıveis e´ dada por λ(t), a taxa de aquisic¸a˜o de
parceiros e´ dada por r e βi e´ a probabilidade de transmissa˜o de um indiv´ıduo infetado
do grupo i. Apo´s a infec¸a˜o, o indiv´ıduo entra no subgrupo i com probabilidade pi, onde∑n
i=1 pi = 1 e permanece no grupo ate´ se tornar inativo para a transmissa˜o. Finalmente,
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Figura 2.1: Esquema para o modelo DI [12]
νi e´ a taxa de conversa˜o de indiv´ıduos infetados do grupo i para o grupo A e δ e´ a taxa de
mortalidade das pessoas do grupo A. Assume-se que todos os indiv´ıduos infetados passam
pelo grupo A, antes de morrerem devido a` infec¸a˜o.
A quantidade de v´ırus durante a infec¸a˜o do HIV varia em func¸a˜o do tempo, dentro do
organismo de um indiv´ıduo. O modelo SP explica as mudanc¸as temporais da infeciosidade
de um indiv´ıduo por um processo de Markov com n fases infetadas progredindo a partir da
infec¸a˜o inicial ate´ a` SIDA, como se pode visualizar na Figura 2.2
Figura 2.2: Esquema para o modelo SP [12]
As equac¸o˜es para o modelo SP sa˜o:
dS
dt
= µ(S0 − S)− λS
dI1
dt
= λS − (γ1 + µ)I1
dIi
dt
= γi−1Ii−1 − (γi + µ), 2 ≤ i ≤ n
dA
dt
= γnIn − δA
(2.116)
Denota-se por Ii o nu´mero de pessoas infetadas em cada grupo das diferentes fases da
infec¸a˜o. Note-se que todos os indiv´ıduos entram no grupo 1 da infec¸a˜o. O paraˆmetro γi e´
2.19. MODELO DE CHAHARBORJ, BAKAR, ALLI E MALIK (2009) 49
a taxa de conversa˜o de indiv´ıduos da fase i da infec¸a˜o para a fase i+ 1. Os paraˆmetros S0,
µ, r, δ teˆm o mesmo significado do modelo (2.115) e β e´ a probabilidade de transmissa˜o do
parceiro a indiv´ıduos infetados na fase i.
Supo˜e-se que no modelo DSSP, a populac¸a˜o e´ homoge´nea, exceto na resposta a` infec¸a˜o do
HIV, como mostra a Figura 2.3.
Figura 2.3: Esquema para o modelo DSSP [12]
Na auseˆncia de infec¸a˜o, a populac¸a˜o de indiv´ıduos suscet´ıveis S tem um ponto de equil´ıbrio
S0 constante, em que cada indiv´ıduo permanece nesta populac¸a˜o, em me´dia, µ−1 anos.
Pelo que, µ e´ a taxa de remoc¸a˜o devido a` morte natural na auseˆncia da infec¸a˜o do HIV
e a`s alterac¸o˜es no comportamento sexual. O paraˆmetro λ e´ a taxa de infec¸a˜o pelo HIV.
A dinaˆmica do modelo consiste em os suscet´ıveis S se dividirem em n grupos suscet´ıveis
Si. De seguida, os infetados de cada grupo Si integram o grupo Ii, de tal forma que os
indiv´ıduos de cada grupo tenham a mesma infeciosidade e indiv´ıduos de grupo diferentes
tenham infeciosidades diferentes. Os indiv´ıduos passam deste grupo para o grupo A, quando
deixam de ser de alto risco e na˜o transmitem a infec¸a˜o. Assume-se que cada um dos grupos i
da populac¸a˜o infetada e´ subdividido em m subgrupos, Ii,1, . . . , Ii,m, com diferentes n´ıveis de
infec¸a˜o, de tal modo que os indiv´ıduos inicialmente pertenc¸am ao subgrupo Ii,1 e progridam
gradualmente ate´ I1,m. O paraˆmetro γi,k e´ a taxa me´dia de progressa˜o do subgrupo Ii,k para
o subgrupo Ii,k+1, para k = 1, . . . ,m − 1 e γi,m e´ a taxa de conversa˜o de um indiv´ıduo
do subgrupo Ii,m para a populac¸a˜o A. Assume-se que δ ≥ µ, sendo que δ tem o mesmo
significado do modelo (2.115). Tambe´m na˜o se considera a transmissa˜o pelo grupo A, pois
em comparac¸a˜o com a restante populac¸a˜o infetada e´ insignificante. As equac¸o˜es do modelo
DSSP sa˜o:
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dS
dt
= µS0 − µS −∑ni=1 µiS
dSi
dt
= µi(S − Si)− λiSi
dIi,1
dt
= λiSi − (µi + γi,1)Ii,1, i = 1, . . . , n e j = 2, . . . ,m
dIi,j
dt
= γi,j−1Ii,j−1 − (µ+ γi,j)Ii,j
dA
dt
=
∑n
i=1 γ1,mIi,m − δA
(2.117)
onde µ =
∑n
i=1 µi, λi = r
∑m
j=1 βi,j
Ii,j
Ni
, onde Ni = Si+
∑m
j=1 Ii,j. Portanto, a taxa de infec¸a˜o
λi depende da probabilidade de transmissa˜o por contacto βij, da proporc¸a˜o da populac¸a˜o no
subgrupo
Ii,j
Ni
e do nu´mero de contactos de um indiv´ıduo por unidade de tempo r. Assume-se
que os r contactos sa˜o distribu´ıdos aleatoriamente ao longo de toda a populac¸a˜o.
De seguida, deriva-se o nu´mero de reproduc¸a˜o do sistema, ignorando a equac¸a˜o da populac¸a˜o
A, usando a equac¸a˜o de λi. O modelo (2.117) tem um ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a,
dado por Si = S =
S0
2
, Ii,j = 0, para i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m. Calcula-se a matriz de
linearizac¸a˜o do sistema (2.117) em torno do ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a. Vem:
Jn,m =

−µ−∑ni=1 µi 0 0 0 0 . . . 0 0
µi . . . . . . . . .
0 A1,1 +B1,1 A1,2 A1,3 A1,4 . . . A1,m−1 A1,m
0 B2,1 B2,2 0 0 . . . 0 0
0 0 B3,2 B3,3 0 . . . 0 0
...
...
...
...
...
. . .
...
...
0 0 0 0 0 . . . Bm,m−1 Bm,m

Denota-se:
A1,j =

rβ1,j 0 . . . 0
0 rβ2,j . . . 0
...
...
. . . 0
0 0 0 rβn,j

para j = 1, . . . , n,
Bj,j =

−σ1,j 0 . . . 0
0 −σ2,j . . . 0
...
...
. . .
...
0 0 . . . −σn,j

para j = 1, . . . ,m, e
Bj,j−1 =

λ1,j−1 0 . . . 0
0 λ2,j−1 . . . 0
...
...
. . .
...
0 0 . . . λn,j−1

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para j = 2, . . . ,m. Para tal, σi,1 = µi+γi,1, para i = 1, . . . , n e σi,j = µ+γi,j para i = 1, . . . , n
e j = 2, . . . ,m. Considera-se apenas as entradas de Jn,m que sa˜o equac¸o˜es infetadas
dIi,j
dt
.
Para tal, define-se as matrizes F e V dadas por:
F =

A1,1 A1,2 A1,3 . . . A1,m
0 0 0 . . . 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 . . . 0

V =

−B1,1 0 0 . . . 0 0
−B2,1 −B2,2 0 . . . 0 0
0 −B3,2 −B3,3 . . . 0 0
...
...
...
. . .
...
...
0 0 0 . . . −Bm−1,m−1 0
0 0 0 . . . −Bm,m−1 −Bm,m

Percebe-se que F e´ uma matriz na˜o negativa e V e´ uma matriz na˜o singular. Por isso, o
nu´mero de reproduc¸a˜o R0 e´ igual ao raio espectral de FV
−1, ρ(FV −1). Conclui-se que:
R0 = r
∑n
j=1
∑m
i=1
βj,i
σj,i
Πi−1k=1
γj,k
σj,k
= r
∑m
i=1
β1,i
µi+γ1,i
Πi−1k=1
γ1,k
µk+γ1,k
+ r
∑n
j=2
∑m
i=1
βj,i
µ+γj,i
Πi−1k=1
γj,k
µ+γj,k
(2.118)
Se R0 < 1, enta˜o o equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ assintoticamente esta´vel. Por outro lado, se
R0 > 1, enta˜o o equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ insta´vel.
2.20 Modelo de Waiziri, Massawe e Makinde (2012)
Waizirir, Massawe e Makinde propo˜em, em [56], um modelo matema´tico na˜o linear para a
dinaˆmica do HIV/SIDA considerando, o tratamento de indiv´ıduos infetados e a transmissa˜o
vertical, isto e´, a transmissa˜o que ocorre durante a gravidez, parto ou amamentac¸a˜o da
ma˜e infetada para o feto ou para o rece´m-nascido. No modelo, a populac¸a˜o e´ dividida em
cinco grupos: suscet´ıveis S(t), infeciosos I(t), pacientes pre´-SIDA P (t), tratados T (t) e os
pacientes com SIDA A(t). A populac¸a˜o de tamanho N(t) tem fluxo constante de suscet´ıveis
a uma taxa piN , onde pi e´ a taxa de recrutamento da populac¸a˜o suscet´ıvel. A taxa de
mortalidade em todas as classes e´ dada por µ. A frac¸a˜o de crianc¸as rece´m-nascidas que e´
infetada durante o parto, e´ recrutada diretamente para a classe infeciosa a uma taxa (1−ε)θ,
onde ε e´ a frac¸a˜o de rece´m-nascidos infetados com HIV, que morre imediatamente apo´s o
nascimento e θ e´ a taxa de rece´m-nascidos infetados com HIV. Supo˜e-se que alguns dos
infeciosos, I(t), pertencem a` classe pre´-SIDA, P (t), a uma taxa σ1δ, onde δ e´ a taxa de
transfereˆncia da classe infeciosa e σ1 e´ a frac¸a˜o de δ que pertence a` classe pre´-SIDA. Os
infeciosos prosseguem a uma taxa γ para a classe dos pacientes com SIDA, A(t). Por outro
lado, alguns infeciosos procedem para a classe dos tratados, T (t), a uma taxa σ2δ, onde σ2
e´ a frac¸a˜o de δ que sa˜o tratados e podem progredir a uma taxa k para a classe dos pacientes
com SIDA. Por outro lado, os infeciosos podem passar da classe dos infeciosos diretamente
para a classe dos pacientes com SIDA a uma taxa (1−σ1−σ2)δ. Apresenta-se o fluxograma
assumindo as considerac¸o˜es acima referidas.
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Figura 2.4: Fluxograma para o modelo com tratamento e transmissa˜o vertical [56]
O modelo e´ o seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias na˜o lineares:
dS
dt
= piN − c1β1IS
N
− c2β2PS
N
− c3β3TS
N
− c4β4AS
N
− µS
dI
dt
= c1β1IS
N
+ c2β2PS
N
+ c3β3TS
N
+ c4β4AS
N
− (δ + µ)I + (1− ε)θ(I + P + A)
dP
dt
= σ1δI − (γ + µ)P
dT
dt
= σ2δI +mγP + νA− (k + µ)T
dA
dt
= (1− σ1 − σ2)δI + (1−m)γP + kT − (ν + α + µ)A
(2.119)
onde βi, i = 1, 2, 3, 4 sa˜o as taxas de contacto sexual, c e´ o nu´mero me´dio de parceiros sexuais
por unidade de tempo, α e´ a taxa de mortalidade induzida pela doenc¸a em pacientes com
SIDA e υ e´ a velocidade a que os pacientes com SIDA comec¸am com o tratamento. As
condic¸o˜es iniciais sa˜o S(0) = S0, I(0) = I0, P (0) = P0, T (0) = T0 e A(0) = A0.
Para simplificar o modelo, supo˜e-se que os pacientes com SIDA e em pre´-SIDA sa˜o isolados
e sexualmente inativos, ou seja, (1 − ε)θP = (1 − ε)θA = 0 e tambe´m na˜o contribuem
para a transmissa˜o horizontal, pelo que β2 e β4 sa˜o despreza´veis. Como tal, pelas hipo´teses
anteriores, o novo sistema e´ o seguinte:
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dS
dt
= piN − c1β1IS
N
− c3β3TS
N
− µS
dI
dt
= c1β1IS
N
+ c3β3TS
N
− (δ + µ)I + (1− ε)θI
dP
dt
= σ1δI − (γ + µ)P
dT
dt
= σ2δI +mγP + νA− (k + µ)T
dA
dt
= (1− σ1 − σ2)δI + (1−m)γP + kT − (ν + α + µ)A
(2.120)
O total da populac¸a˜o e´ dado por N(t) = S(t) + I(t) + P (t) + T (t) + A(t), pelo que dN
dt
=
(pi − µ)N − αA+ (1− ε)θI.
As varia´veis podem ser normalizadas por s = S
N
, i = I
N
, p = P
N
, h = T
N
e a = A
N
. O sistema
normalizado e´ dado por:
ds
dt
= pi − c1β1is− c3β3hs
di
dt
= c1β1is+ c3β3hs+ (1− ε)θi− (pi + δ − αa+ (1− ε)θi)i
dp
dt
= σ1δi− (pi + γ − αa+ (1− ε)θi)p
dh
dt
= σ2δi+mγp+ νa− (pi + k + αa+ (1− ε)θi)h
da
dt
= (1− σ1 − σ2)δi+ (1−m)γp+ kh− (pi + ν + α + αa+ (1− ε)θi)a
(2.121)
onde s+ i+ p+ h+ a = 1 e s(t) > 0, i(t) ≥ 0, p(t) ≥ 0, h(t) ≥ 0, a(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0.
Pelo que, se s(0) > 0, i(0) ≥ 0, p(0) ≥ 0, h(0) ≥ 0 e a(0) ≥ 0, enta˜o as soluc¸o˜es do sistema
normalizado sa˜o positivas ∀t ≥ 0.
O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a para o modelo normalizado e´ dado por E0 = (s, 0, 0, 0, 0) =
(1, 0, 0, 0, 0). A fim de avaliar a estabilidade de E0, calcula-se R0, o nu´mero de reproduc¸a˜o.
Este e´ definido como o maior valor pro´prio da equac¸a˜o:[
∂Fi(E0)
∂Xj
] [
∂Vi(E0)
∂Xj
]−1
(2.122)
onde Fi e´ a taxa de aparecimento de uma nova infec¸a˜o no compartimento i e V
+
i e´ a
transfereˆncia de indiv´ıduos para fora do compartimento i por todos os outros meios. As
matrizes F e V associadas ao ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a sa˜o dadas por:
F =

c1β1 0 c3β3 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

V =

pi + σ − (1− ε)θ 0 0 0
−σ1δ pi + γ 0 0
0 −mγ pi + k −ν
−(1− σ1 − σ2)δ (1−m)γ −k pi + ν + α

54 CAPI´TULO 2. MODELOS MATEMA´TICOS PARA O VI´RUS HIV E CE´LULAS T
Os valores pro´prios de FV −1 sa˜o (0, 0, 0, Z), onde
Z =
c1β1
pi + δ − θ + θε+
c3β3(σ2pi
2 + σ2piα + σ2γpi + σ2γα + σ1mγpi + σ1mγα + νpi + νγ + σ1νpi)δ
(pi + δ − θ + θε)(pi + γ)(αpi + pik + pi2 + αk + νpi)
O nu´mero de reproduc¸a˜o R0 para o sistema normalizado com tratamento e transmissa˜o
vertical do HIV e´ dado por:
R0 =
c1β1
pi + δ − θ + θε+
c3β3(σ2pi
2 + σ2piα + σ2γpi + σ2γα + σ1mγpi + σ1mγα + νpi + νγ + σ1νpi)δ
(pi + δ − θ + θε)(pi + γ)(αpi + pik + pi2 + αk + νpi)
O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a do modelo normalizado e´ localmente assintoticamente
esta´vel se R0 < 1 e insta´vel se R0 > 1.
O ponto de equil´ıbrio ende´mico do modelo normalizado e´ dado por E∗ = (s∗(t), i∗(t), p∗(t), h∗(t), a∗(t)),
onde
s∗ = pi+(1−ε)θi
∗−(pi+δ−αa∗+(1−ε)θi∗)i∗
pi−αa∗+(1−ε)θi∗
p∗ = σ1δi
∗
pi+γ−αa∗+(1−ε)θi∗
h∗ = k
φω
a∗ = (1−σ1−σ2)δi
∗φψ+(1−m)σ1γδi∗ψ+k(σ2δi∗φ+mγσ1δi∗)
φ(ωψ−kν)
(2.123)
com
φ = (pi + γ − αa∗ + (1− ε)θi∗)
ψ = (pi + k − αa∗ + (1− ε)θi∗)
ω = (pi + ν + α− αa∗ + (1− ε)θi∗)
k = σ2δi
∗φ+mγσ1δi∗ +
ν(1−σ1−σ2)δi∗φψ+(1−m)σ1γδi∗ψ+k(σ2δi∗φ+mγσ1δi∗)
ωψ−kν
(2.124)
Note que s∗, p∗, h∗ e a∗ sa˜o sempre positivos se e somente se R0 > 0. O modelo apresenta
uma bifurcac¸a˜o transcr´ıtica em R0 = 1. Se R0 < 1, o ponto de equil´ıbrio ende´mico, na˜o
existe biologicamente mas o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ um ponto atrator. Mas se
R0 > 1, o ponto de equil´ıbrio ende´mico existe e e´ um ponto atrator, enquanto o ponto de
equil´ıbrio livre de doenc¸a e´ um ponto de sela.
Pelo que, se R0 > 1 enta˜o o ponto de equil´ıbrio ende´mico e´ globalmente assintoticamente
esta´vel. Como tal, define-se a seguinte func¸a˜o de Liapunov:
V (s∗, i∗, p∗, h∗, a∗) =
(
s− s∗ − s∗log s∗
s
)
+
(
i− i∗ − i∗log i∗
i
)
+
(
p− p∗ − p∗log p∗
p
)
+
+
(
h− h∗ − h∗log h∗
h
)
+
(
a− a∗ − a∗log a∗
a
)
Seguidamente, calcula-se a derivada de V que e´ dada por:
dV
dt
=
(
s− s∗
s
)
ds
dt
+
(
i− i∗
i
)
di
dt
+
(
p− p∗
p
)
dp
dt
+
(
h− h∗
h
)
dh
dt
+
(
a− a∗
a
)
da
dt
A equac¸a˜o anterior pode ser dada por:
2.20. MODELO DE WAIZIRI, MASSAWE E MAKINDE (2012) 55
dV
dt
= Z − Y (2.125)
onde
Z = [c1β1i
∗ + c3β3h∗ + αa+ θi+ εθi]
(s−s∗)2
s
+ [c1β1s+ θ + αa]
(i−i∗)2
i
+
+ [αa+ θi∗ + εθi] (p−p
∗)2
p
+ [αa+ θi∗ + εθi] (h−h
∗)2
h
+ [θi∗ + εθi] (a−a
∗)2
a
+
+θ i
∗3
i
+ c3β3h
∗ i∗
i
+ σ1δi
∗ p∗
p
+ σ2δi
∗ h∗
h
+mγp∗ h
∗
h
+ νah
∗
h
+ σ1δi
a∗
a
+
+σ2δi
a∗
a
+ δi∗ a
∗
a
+ γp∗ a
∗
a
+mγpa
∗
a
+ kh∗ a
∗
a
+ 3θii∗ + εθi2 + 3εθi∗2+
+pi + c3β3h+ σ1δi+ σ2δi+mγp+ νa+ αa
2 + 3αa∗2 + δi+ σ1δi∗+
+σ2δi
∗ + γp+mγp∗ + kh
Y = − [c1β1i+ c3β3h+ pi + αa∗ + θiεθi∗] (s−s∗)2s − [c1β1s∗ + εθ + pi + δ + αa] (i−i
∗)2
i
− [pi + γ + αa∗ + θi+ εθi∗] (p−p∗)2
p
− [pi + k + αa∗ + θi+ εθi∗] (h−h∗)2
h
− [pi + ν + α + θi+ εθi∗] (a−a∗)2
a
− pi s∗
s
− c3β3h i∗i − σ1δip
∗
p
− σ2δih∗h −mγph
∗
h
−νah∗
h
− 3εθ i∗
i
− αa∗3
a
− δia∗
a
− σ1δi∗ a∗a − σ2δi∗ a
∗
a
− γpa∗
a
−mγp∗ a∗
a
− kha∗
a−3εθii∗ − 3αaa∗ − θi∗ − 3θi∗ − c3β3h∗ − σ1δi∗ − σ2δi∗ −mγp∗ − νa− σ1δi
−σ2δi− δi∗ − γp∗ −mγp− kh∗
Pelo que, se Z < Y enta˜o dV
dt
< 0. Por outro lado, dV
dt
= 0 se e so´ se s = s∗, i = i∗,
p = p∗, h = h∗ e a = a∗. Portanto o maior conjunto compacto invariante e´ dado por
{(s∗, i∗, p∗, h∗, a∗) ∈ Ω : dV
dt
= 0}. Assim, pelo princ´ıpio invariante LaSalle, E∗ e´ globalmente
assintoticamente esta´vel em Ω se Z < Y .
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Cap´ıtulo 3
Modelos Propostos
3.1 Modelo I
O HIV/SIDA e´ um grande problema de sau´de global do nosso tempo. Tem havido alguns
avanc¸os, algumas pequenas conquistas, mas milho˜es de do´lares sa˜o gastos anualmente no
tratamento da doenc¸a e nenhuma cura esta´ ainda dispon´ıvel. Aproximadamente, 25 milho˜es
de pessoas infetadas pelo HIV vivem na A´frica subsariana [10].
A progressa˜o da doenc¸a do HIV/SIDA e´ composta por treˆs fases: a fase aguda, caraterizada
por um crescimento extensivo da quantidade de v´ırus inicial, a fase cro´nica ou assintoma´tica,
onde as quantidades de v´ırus sa˜o baixas e o paciente parece sauda´vel, e a fase da Sida,
onde ha´ um aumento acentuado da quantidade de v´ırus e a destruic¸a˜o das ce´lulas T CD4+
auxiliares. O facto do v´ırus HIV na˜o so´ enfraquecer o sistema imunita´rio, mas tambe´m
as respostas espec´ıficas do HIV [49], e a sua capacidade de evoluir rapidamente, in vivo,
permite-lhe escapar a`s respostas imunita´rias do paciente [24] e torna-o um dos v´ırus mais
complexos para erradicar.
Muitos modelos matema´ticos teˆm sido propostos para a dinaˆmica da infec¸a˜o do HIV [65,
49, 67, 53, 39, 50, 51, 57]. Em [66], os autores estudam a proliferac¸a˜o programada das
ce´lulas CTL e sua influeˆncia na cine´tica do crescimento do v´ırus. Os autores concluem que
as diviso˜es programadas melhoram a capacidade de resposta para remover a infec¸a˜o, mas
reduzem a capacidade de resposta para controlar uma crescente populac¸a˜o de v´ırus e limitar
os sintomas agudos. Dividir as ce´lulas 7 a 10 vezes, mostrou ser um nu´mero adequado,
pois menos diviso˜es comprometem o controlo da infec¸a˜o, e mais diviso˜es resultavam numa
patologia aguda. Em [60], mostra-se que a capacidade do v´ırus HIV para infetar ce´lulas T
CD4+ espec´ıficas influencia a dinaˆmica da infec¸a˜o do HIV. Nomeadamente, a propagac¸a˜o da
infec¸a˜o das ce´lulas T CD4+ aumenta a taxa de propagac¸a˜o do v´ırus, com cargas virais mais
elevadas, e proporciona uma protec¸a˜o de ce´lulas infetadas durante a terapia com drogas.
Ale´m disso, essa habilidade pode tambe´m ter implicac¸o˜es na vacinac¸a˜o. Se as ce´lulas T
CD8+ na˜o sa˜o impulsionadas ao mesmo tempo, um maior nu´mero de ce´lulas T CD4+
pode ser vantajoso para o v´ırus e a vacinac¸a˜o pode acelerar a progressa˜o da doenc¸a ao
inve´s de a prevenir [52]. Em [65], usa-se modelos matema´ticos para investigar a dinaˆmica
entre o HIV e as suas ce´lulas espec´ıficas, assumindo a existeˆncia de dois clones das ce´lulas
auxiliares, dirigidos contra ep´ıtopos do v´ırus. O modelo na˜o inclui quaisquer respostas
efetoras auxiliares dependentes, nem competic¸a˜o. Os resultados mostram que, neste caso,
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um clone celular auxiliar mais forte pode excluir um mais fraco, porque os dois clones
sa˜o infetados pelo mesmo agente patoge´nico. Este feno´meno e´ chamado de concorreˆncia
aparente. A facilitac¸a˜o tambe´m e´ observada, isto e´, se um dos clones das ce´lulas auxiliares e´
fraco demais para ser estabelecido em isolamento, a presenc¸a de um mais forte proporciona
maior estimulac¸a˜o antige´nica, permitindo que o clone mais fraco persista.
Muitos modelos matema´ticos incluem atrasos. In vivo, pode haver um tempo de lateˆncia
entre o instante em que as ce´lulas alvo entram em contacto com as part´ıculas de v´ırus livre
e o tempo em que se tornam ativamente infetadas [29, 67]. Adicionalmente, tambe´m pode
existir um per´ıodo de lateˆncia entre o momento em que o v´ırus entra na ce´lula e o momento
em que os novos v´ırus sa˜o liberados na corrente sangu´ınea [67]. Em [39], desenvolve-se um
modelo matema´tico para a dinaˆmica do HIV-1, onde se inclui um atraso na iniciac¸a˜o da
produc¸a˜o de v´ırus. Observa-se que, quando a efica´cia da droga e´ menos do que 100%, a taxa
prevista de decl´ınio na concentrac¸a˜o de v´ırus no plasma depende de treˆs fatores: a taxa de
mortalidade das ce´lulas produtoras de v´ırus, a efica´cia da terapia e o valor do per´ıodo de
lateˆncia. Em [67], estuda-se um modelo matema´tico que inclui dois atrasos, uma para o
momento em que as ce´lulas entram em contacto com o v´ırus e se tornam infetadas e outro
para o per´ıodo de produc¸a˜o de v´ırus. Concluiu-se que o aumento dos per´ıodos de lateˆncia
diminuiria o valor do nu´mero de reproduc¸a˜o. Tal sugere uma nova direc¸a˜o para controlar
o v´ırus HIV, no sentido de encontrar fa´rmacos que prolonguem o per´ıodo de lateˆncia e/ou
retardem o processo de produc¸a˜o. O mais comum dos atrasos na literatura sa˜o atrasos
constantes ou continuamente distribu´ıdos. Alguns autores dizem que os atrasos constantes
na˜o sa˜o biologicamente realistas, sendo os atrasos cont´ınuos os mais adequadas [40]. As
distribuic¸o˜es gama sa˜o frequentemente usadas para modelar atrasos cont´ınuos.
Descric¸a˜o do modelo
O modelo I descreve a dinaˆmica da transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA a partir das ce´lulas T
CD4+ espec´ıficas, restritas a uma u´nica populac¸a˜o de ce´lulas auxiliares. Este modelo e´ uma
versa˜o modificada do modelo proposto por Roy e Wodarz em 2012, [65], no qual se inclui dois
tipos de atrasos. O primeiro atraso (delay) refere-se ao per´ıodo de tempo que decorre desde
o momento em que as ce´lulas sa˜o expostas ao v´ırus ate´ a` entrada do mesmo nas ce´lulas.
O outro per´ıodo de tempo e´ o que decorre desde a produc¸a˜o de novos v´ırus produzidos
dentro das ce´lulas infetadas e o momento de serem libertados. O modelo apresentado, foi
aceite na confereˆncia 12TH Conference on Dynamics Systems Theory and Applications [45]
e submetido a` revista Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulatious em
Abril de 2013, [47].
Denota-se por x, as ce´lulas auxiliares na˜o infetadas espec´ıficas, por y, as ce´lulas auxiliares
infetadas espec´ıficas, por S, as ce´lulas alvo na˜o infetadas na˜o espec´ıficas, por I, as ce´lulas
alvo infetadas na˜o espec´ıficas e por v, as part´ıculas de v´ırus livre.
A progressa˜o da doenc¸a e´ conseguida por ce´lulas que se deslocam de uma classe para outra.
As ce´lulas auxiliares na˜o infetadas espec´ıficas, x, sa˜o produzidas a um ritmo constante r
depois de estarem em contacto com o v´ırus v. A proliferac¸a˜o de ce´lulas T e´ proporcional a`
populac¸a˜o total de v´ırus. A saturac¸a˜o da produc¸a˜o de ce´lulas T pode ocorrer para valores
elevados de (x+ y). Este regula a resposta imunita´ria contra o v´ırus. O grau de saturac¸a˜o
e´ dado pelos paraˆmetros  e η. As ce´lulas auxiliares na˜o infetadas espec´ıficas, x, tornam-
se infetadas, apo´s o contacto com o v´ırus, a uma taxa β e morrem a uma taxa d. As
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ce´lulas auxiliares infetadas espec´ıficas, y, morrem a uma taxa a, sa˜o produzidas a um ritmo
β e produzem v´ırus a uma taxa k. As ce´lulas alvo na˜o infetadas na˜o espec´ıficas, S, sa˜o
produzidos a um ritmo α, sa˜o infetadas, apo´s o contacto com o v´ırus, a uma taxa βns
e morrem a uma taxa dns. As ce´lulas alvo infetadas na˜o espec´ıficas, I, morrem a uma
taxa ans, sa˜o produzidas a uma taxa βns e produzem v´ırus a uma taxa kns. Finalmente, a
populac¸a˜o livre de v´ırus, v, morre a uma taxa u. O sistema de equac¸o˜es diferenciais com
atraso para o modelo proposto e´ dado por:
˙x(t) = rx(t)v(t)(γ+)(γ+η)
(x(t)+y(t)+)(v(t)+η)
− dx(t)− βx(t)v(t)
˙y(t) = β
∞∫
0
x(t− τ)v(t− τ)gn1,b1(τ)e−m1τdτ − ay(t)
˙S(t) = α− dnsS(t)− βnsS(t)v(t)
˙I(t) = βns
∞∫
0
S(t− τ)v(t− τ)gn2,b2(τ)e−m2τdτ − ansI(t)
˙v(t) = κ
∞∫
0
y(t− τ)gn3,b3(τ)e−m3τdτ + κns
∞∫
0
I(t− τ)gn4,b4(τ)e−m4τdτ − uv(t)
(3.1)
O termo e−miτ (i = 1, 2, 3, 4) representa as ce´lulas que esta˜o infetadas no tempo t mas
morrem antes de se tornarem produtivamente infetadas em τ unidades de tempo mais tarde.
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o gni,bi(τ), (i = 1, 2, 3, 4) e´ definida por:
gni,bi(τ) =
τni−1
(ni − 1)!bnii
e−τ/bi i = 1, 2, 3, 4 (3.2)
Os paraˆmetros ni e bi definem o atraso me´dio, τ¯i = nibi, a variaˆncia e´ nib
2
i e o pico da
distribuic¸a˜o e´ (ni − 1)bi, (i = 1, 2, 3, 4). Assim ni, (i = 1, 2, 3, 4) e´ um nu´mero inteiro
positivo, ni ≥ 1, (i = 1, 2, 3, 4). Substituindo bi = τ¯ini , (i = 1, 2, 3, 4) obte´m-se
gni,bi(τ) =
nnii τ
ni−1
(ni − 1)!τ¯nii
e−niτ/τ¯i i = 1, 2, 3, 4 (3.3)
com variaˆncia
τ¯2i
ni
, (i = 1, 2, 3, 4). A largura da distribuic¸a˜o e´ definida pelo paraˆmetro ni e
o atraso me´dio permite definir a localizac¸a˜o do atraso. A inclusa˜o de um atraso cont´ınuo
implica a normalizac¸a˜o do nu´cleo, de modo a que
∫∞
0
fi(τ)e
−miτdτ = 1,(i = 1, 2, 3, 4), para
que no modelo sem atraso permanec¸am os pontos de equil´ıbrio do modelo com atraso. No
caso de uma distribuic¸a˜o gama, tem-se fi(τ) = gni,bi(τ), pelo que se reescala as equac¸o˜es do
modelo para obter [33]:
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˙x(t) = rx(t)v(t)(γ+)(γ+η)
(x(t)+y(t)+)(v(t)+η)
− dx(t)− βx(t)v(t)
˙y(t) = β¯
∞∫
0
x(t− τ)v(t− τ)gn1,bˆ1(τ)dτ − ay(t)
˙S(t) = α− dnsS(t)− βnsS(t)v(t)
˙I(t) = β¯ns
∞∫
0
S(t− τ)v(t− τ)gn2,bˆ2(τ)dτ − ansI(t)
˙v(t) = κ¯
∞∫
0
y(t− τ)gn3,bˆ3(τ)dτ + κ¯ns
∞∫
0
I(t− τ)gn4,bˆ4(τ)dτ − uv(t)
(3.4)
onde
β¯ =
β
(1 +m1b1)n1
β¯ns =
βns
(1 +m2b2)n2
κ¯ =
κ
(1 +m3b3)(n3)
κ¯ns =
κns
(1 +m4b4)n4
bˆi =
bi
1 +mibi
∫ ∞
0
gni,bˆi(τ)dτ = 1
As condic¸o˜es iniciais sa˜o dadas por:
x(θ) = ϕ1(θ), y(θ) = ϕ2(θ), S(θ) = ϕ3(θ), I(θ) = ϕ4(θ),
v(θ) = ϕ5(θ), θ ∈ (−∞, 0]
onde ϕ = (ϕ1, . . . , ϕ5)
T tal que ϕi(θ) ≥ 0, (θ ∈ (−∞, 0], i = 1, 2, 3, 4, 5).
Dada a natureza das varia´veis, espera-se que, considerando condic¸o˜es iniciais na˜o negativas,
a soluc¸a˜o permanec¸a na˜o negativa. Em primeiro lugar, para a terceira equac¸a˜o do modelo
(3.4), obte´m-se:
S(t) = e−
∫ t
0 (dns+βnsv(η))dηS(0) +
∫ t
0
e−
∫ t
η (dns+βnsv(ξ))dξαdη (3.5)
Pelo que, S(t) > 0 para t > 0, desde que S(0) ≥ 0. De modo semelhante, pode-se estudar a
na˜o negatividade das outras quatro varia´veis. Assim, define-se:
R5+ = {(x, y, S, I, v) ∈ R5 : x > 0, y > 0, S > 0, I > 0, v > 0} (3.6)
Nu´mero de reproduc¸a˜o e estabilidade dos pontos de equil´ıbrio
Para se calcular o nu´mero de reproduc¸a˜o do modelo (3.4), determina-se os seus pontos de
equil´ıbrio. Vem:
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˙x(t) = 0 ⇔ x(t)
(
rv(t)(γ+)(γ+η)
(x(t)+y(t)+)(v(t)+η)
− d− βx(t)
)
= 0
⇔ x(t) = 0 ∨ rv(t)(γ+)(γ+η)
(x(t)+y(t)+)(v(t)+η)
= d+ βx(t)
˙y(t) = 0 ⇔ y(t) = β¯
a
x(t)v(t)
˙S(t) = 0 ⇔ S(t) = α
dns+β¯nsv(t)
˙I(t) = 0 ⇔ I(t) = β¯ns
ans
S(t)v(t)
˙v(t) = 0 ⇔ v(t) = k¯
u
y(t) + k¯ns
u
I(t)
(3.7)
Considera-se o caso em que x(t) = 0, pelo que
y(t) = 0
v(t) = k¯ns
u
I(t)
S(t) = αu
dnsu+βnsk¯nsI(t)
I(t) = β¯ns
ans
αu
dnsu+βnsk¯nsI(t)
⇔
(
dnsu− β¯nsαk¯nsans + βnsk¯nsI(t)
)
I(t) = 0
⇔ I(t) = 0 ∨ I(t) = β¯nsk¯nsα−dnsuans
ansβnsk¯ns
Como tal, se I(t) = 0, enta˜o v(t) = 0 e S(t) = α
dns
.
Por outro lado, se I(t) = β¯nsk¯nsα−dnsuans
ansβnsk¯ns
, enta˜o
v(t) = k¯ns
u
β¯nsk¯nsα−dnsuans
ansβnsk¯ns
= β¯nsk¯nsα−dnsuans
ansβnsu
S(t) = αu
dnsu+
β¯nsk¯nsα−dnsuans
ans
= uans
β¯nsk¯ns
(3.8)
De seguida, calcula-se o nu´mero reproduc¸a˜o do modelo (3.4), R0. Para tal, usa-se o me´todo
descrito em [23]. O nu´mero de reproduc¸a˜o e´ definido como o nu´mero de infec¸o˜es secunda´rias,
devido a uma u´nica infec¸a˜o numa populac¸a˜o completamente suscet´ıvel. O ponto de equil´ıbrio
livre de doenc¸a do modelo (3.4) e´ dado por:
P 0 = (x0, y0, S0, I0, v0) =
(
0, 0, α
dns
, 0, 0
)
(3.9)
Usando a notac¸a˜o em [23] no sistema (3.4), as matrizes para os termos das novas infec¸o˜es,
F , e os outros termos, V , sa˜o dadas por:
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F =
0 0 00 0 β¯nsS0
0 0 0
 ; V =
 a 0 00 ans 0
−κ¯ −κ¯ns u

O nu´mero de reproduc¸a˜o e´ dado por:
R0 = ρ(FV
−1) =
κ¯nsβ¯nsα
dnsansu
onde ρ indica o raio espectral de FV −1. Pelo Teorema 2 [23], obte´m-se o seguinte lema.
Lema 3.1.1 O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a P 0 e´ localmente assintoticamente esta´vel
se R0 < 1 e insta´vel se R0 > 1.
Prova: Estuda-se a estabilidade do ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a P 0 no modelo (3.4).
Os valores pro´prios da matriz jacobiana do sistema (3.4), em torno do ponto de equil´ıbrio
livre de doenc¸a P 0, sa˜o calculados atrave´s do determinante seguinte:
M1 =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−d− λ 0 0 0 0
0 −a− λ 0 0 0
0 0 −dns − λ 0 −βnsS0
0 0 0 −ans − λ β¯nsS0F2(λ)
0 κ¯F3(λ) 0 κ¯nsF4(λ) −u− λ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
onde
Fi(λ) =
∫ ∞
0
gni,bˆi(τ)e
−λτdτ (3.10)
Os valores pro´prios facilmente obtidos sa˜o:
−d, −a, −dns
Os restantes valores pro´prios sa˜o as ra´ızes da equac¸a˜o carater´ıstica de uma matriz 2 × 2,
calculada atrave´s do determinante abaixo:
M2 =
∣∣∣∣ −ans − λ β¯nsF2(λ)S0κ¯nsF4(λ) −u− λ
∣∣∣∣
O determinante e´ equivalente a:
(ans + λ)(u+ λ)− κ¯nsβ¯nsS0F2(λ)F4(λ) = 0 (3.11)
e depois de algumas manipulac¸o˜es alge´bricas, obte´m-se:
λ2 +G1λ+G2 = G2R0F2(λ)F4(λ) (3.12)
onde
G1 = ans + u, G2 = ansu
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A equac¸a˜o (3.12) e´ uma func¸a˜o cont´ınua nos atrasos τ¯2 e τ¯4. Para τ¯2 = τ¯4 = 0, teˆm-se
F2(λ) = F4(λ) = 1, e pela regra de sinais de Descarte, os dois valores pro´prios teˆm parte
real negativa, para R0 < 1. Assim, sabe-se que todos os valores pro´prios teˆm parte real
negativa. Considera-se agora o caso em que τ¯2 > 0 e τ¯4 > 0. A fim de mostrar que,
neste caso, os valores pro´prios teˆm parte real negativa, precisa-se de mostrar que a equac¸a˜o
carater´ıstica (3.11) na˜o tem ra´ızes imagina´rias puras. Pois, tal facto conduz a que as partes
reais dos valores pro´prios na˜o mudem de sinal. Por contradic¸a˜o, assume-se que, para algum
ω > 0, existe um λ = iω tal que:
−ω2 +G1iω +G2 = G2R0F2(iω)F4(iω) (3.13)
Considerando o quadrado do mo´dulo, obte´m-se:
ω4 +G21ω
2 +G22 = G
2
2R
2
0|F2(iω)F4(iω)|2 ≤ G22R20 (3.14)
Portanto, se R0 < 1, a equac¸a˜o carater´ıstica na˜o tem ra´ızes imagina´rias puras. Consequen-
temente, os valores pro´prios sa˜o todos negativos, logo obte´m-se a estabilidade do ponto de
equil´ıbrio livre de doenc¸a P 0.
De seguida, estuda-se a estabilidade do ponto de equil´ıbrio ende´mico do modelo (3.4) dado
por:
P 1 = (x1, y1, S1, I1, v1) =
(
0, 0, uans
β¯nsκ¯ns
, αβ¯nsκ¯ns−dnsansu
βnsκ¯nsans
, αβ¯nsκ¯ns−dnsansu
βnsansu
)
(3.15)
Lema 3.1.2 O ponto de equil´ıbrio ende´mico P 1 e´ localmente assintoticamente esta´vel, se
R0 > 1.
Prova: Estuda-se a estabilidade do ponto de equil´ıbrio ende´mico P 1 no modelo (3.4). Os
valores pro´prios da matriz jacobiana do sistema (3.4), em torno do ponto de equil´ıbrio
ende´mico P 1, sa˜o calculados pelo determinante da seguinte matriz:
M3 =

rv1(γ+)(γ+η)
(v1+η)
− d− βv1 − λ 0 0 0 0
β¯v1F1(λ) −a− λ 0 0 0
0 0 −dns − βnsv1 − λ 0 −βnsS1
0 0 β¯nsv1F2(λ) −ans − λ β¯nsS1F2(λ)
0 κ¯F3(λ) 0 κ¯F4(λ) −u− λ

Os valores pro´prios da matriz M3 facilmente calculados sa˜o:
rv1(γ + )(γ + η)
(v1 + η)
− d− βv1, −a
Os restantes valores pro´prios sa˜o obtidos atrave´s do determinante da matriz seguinte:
M4 =
−dns − βnsv1 − λ 0 −βnsS1β¯nsv1F2(λ) −ans − λ β¯nsS1F2(λ)
0 κ¯nsF4(λ) −u− λ

Pelo que, obte´m-se:
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λ3 + (dns + βnsv1 + ans + u)λ
2 + [(dns + βnsv1)(ans + u) + uans − κ¯nsβ¯nsS1F2(λ)F4(λ)]λ
+(dns + βnsv1)(uans − κ¯nsβ¯nsS1F2(λ)F4(λ)) + βnsβ¯nsκ¯nsS1v1F2(λ)F4(λ) = 0
e depois de algumas manipulac¸o˜es alge´bricas, vem:
λ3 +G1λ
2 +G3λ+G4 =
(
G2λ− G4
R0
)
F2(λ)F4(λ) (3.16)
onde
G1 =
αβ¯nsκ¯ns
ansu
+ ans + u, G2 = uans
G3 =
αβ¯nsκ¯ns
u
+ αβ¯nsκ¯ns
ans
+ uans, G4 = αβ¯nsκ¯ns
A equac¸a˜o carater´ıstica tem ra´ızes positivas se e so´ se tiver ra´ızes imagina´rias puras. Como
tal, assume-se que para algum ω > 0, existe um λ = iω tal que:
−iω3 −G1ω2 +G3iω +G4 =
(
G2iω − G4
R0
)
F2(iω)F4(iω) (3.17)
Como tal, e´ considerado o quadrado do mo´dulo da equac¸a˜o anterior dado por:
| (G4 −G1ω2) + i(G3ω − ω3) |2=| −G4
R0
+ iG2ω |2| F2(iω)F4(iω) |2 (3.18)
Vem:
ω6 +G21ω
4 + (G23 −G22)ω2 +G24 ≤
G24
R20
(3.19)
A expressa˜o anterior e´ equivalente a:
ω6
G24
+
G21
G24
ω4 +
G23 −G22
G24
ω2 + 1 ≤ 1
R20
(3.20)
o que contradiz o facto de R0 > 1. Portanto, se R0 > 1, a equac¸a˜o carater´ıstica na˜o tem
ra´ızes imagina´rias puras. Consequentemente, obte´m-se o resultado sobre a estabilidade do
ponto de equil´ıbrio ende´mico P 1.
Simulac¸o˜es nume´ricas
Nesta subsec¸a˜o apresentam-se as simulac¸o˜es nume´ricas do modelo (3.4). Os paraˆmetros
usados nas simulac¸o˜es esta˜o na Tabela (3.1).
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Paraˆmetro Valor Refereˆncia
β 0.01 [65]
d 0.5 [65]
a 1 [65]
r 2 [65]
 10 [65]
η 10 [65]
γ 1 [65]
κ 1 [65]
u 1 [65]
βns 0.2 [65]
α 0.12 [65]
dns 0.1 [65]
ans 0.2 [65]
κns 1 [65]
m1 0.01 [33]
m2 0.01 [33]
b1 0.0625 [33]
b2 0.0825 Estimado
n1 4 [36]
n2 4 [36]
m3 0.048 [33]
m4 0.13 [33]
b3 0.25 [33]
b4 0.35 Estimado
n3 5 [33]
n4 6 [33]
Tabela 3.1: Paraˆmetros usados nas simulac¸o˜es nume´ricas do modelo (3.4).
Na Figura 3.1, observa-se a variac¸a˜o do nu´mero de ce´lulas alvo na˜o infetadas e infetadas
na˜o espec´ıficas, do nu´mero das ce´lulas auxiliares na˜o infetadas e infetadas espec´ıficas e da
populac¸a˜o de v´ırus livre. Observa-se que, para os valores dos paraˆmetros e das condic¸o˜es
iniciais usados, o modelo aproxima-se do ponto de equil´ıbrio esta´vel livre de doenc¸a. Bi-
ologicamente, isto e´ explicado da seguinte forma. A baixa quantidade inicial de v´ırus e o
nu´mero inicial reduzido de ce´lulas auxiliares espec´ıficas, leva a` extinc¸a˜o da resposta das
ce´lulas auxiliares espec´ıficas e a` erradicac¸a˜o da doenc¸a.
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Figura 3.1: Ce´lulas alvo na˜o infetadas (linha) e infetadas na˜o espec´ıficas (tracejado), (em
cima, a` esquerda), ce´lulas auxiliares na˜o infetadas (linha) e infetadas espec´ıficas (tracejado),
(em cima, a` direita) e as part´ıculas de v´ırus livre (em baixo). Os valores dos paraˆmetros
usados sa˜o os da Tabela 3.1, com as seguintes condic¸o˜es iniciais x(0) = 12, y(0) = 0,
S(0) = 1.2, I(0) = 0 e v(0) = 12, R0 = 0.9158.
Na Figura 3.2, representa-se a dinaˆmica do nu´mero de ce´lulas alvo na˜o infetadas e infetadas
na˜o espec´ıficas, o nu´mero de ce´lulas auxiliares na˜o infetadas e infetadas espec´ıficas e a
populac¸a˜o de v´ırus livre. O modelo aproxima-se do ponto de equil´ıbrio ende´mico esta´vel,
para os paraˆmetros e condic¸o˜es iniciais indicados. Biologicamente, observa-se que uma quan-
tidade de v´ırus inicial elevada e um elevado nu´mero inicial de ce´lulas auxiliares espec´ıficas,
traduz-se na persisteˆncia da resposta das ce´lulas auxiliares espec´ıficas.
Note-se que o valor de R0 usado nas simulac¸o˜es das Figs 3.1-3.2 e´ o mesmo, variou-se apenas
as condic¸o˜es iniciais. Como tal, isto sugere que o modelo proposto neste estudo apresenta o
feno´meno da bifurcac¸a˜o subcr´ıtica. Esta afirmac¸a˜o sera´ provada em trabalhos futuros.
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Figura 3.2: Ce´lulas alvo na˜o infetadas (linha) e infetadas na˜o espec´ıficas (tracejado),
(em cima, a` esquerda), ce´lulas auxiliares na˜o infetadas (linha) e infetadas espec´ıficas
(tracejado),(em cima, a` direita) e part´ıculas de v´ırus livre (em baixo). Os valores dos
paraˆmetros usados sa˜o os da Tabela 3.1, com as seguintes condic¸o˜es iniciais x(0) = 100,
y(0) = 0, S(0) = 1.2, I(0) = 0 e v(0) = 100, R0 = 0.9158.
Variam-se agora os paraˆmetros τ¯2 e τ¯4. Estes paraˆmetros representam o per´ıodo de lateˆncia
das ce´lulas infetadas (τ¯2) e o per´ıodo de produc¸a˜o de part´ıculas de v´ırus livre (τ¯4). Os
mesmos aparecem na expressa˜o do R0. Note-se que R0 pode ser reduzido atrave´s do aumento
do per´ıodo de lateˆncia de ce´lulas infetadas (τ¯2) e/ou de adiar o per´ıodo de produc¸a˜o de
part´ıculas de v´ırus livre (τ¯4). A partir da Fig. 3.3, conclui-se que a diminuic¸a˜o dos valores
de τ¯2 e τ¯4, comparativamente aos valores usados na Fig. 3.1, aumenta o valor de R0 para
valores superiores a 1 e o sistema aproxima-se agora do ponto de equil´ıbrio ende´mico. Assim,
uma boa estrate´gia para controlar o v´ırus HIV/SIDA deve-se focar em drogas para prolongar
o per´ıodo de lateˆncia e/ou diminuir a produc¸a˜o de v´ırus [67, 33].
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Figura 3.3: Ce´lulas alvo na˜o infetadas (linha) e infetadas na˜o espec´ıficas (tracejado), (em
cima, a` esquerda), ce´lulas auxiliares na˜o infetadas (linha) e infetadas espec´ıficas (tracejado),
(em cima, a` direita) e as part´ıculas de v´ırus livre (em baixo). Os valores dos paraˆmetros sa˜o
os da Tabela 3.1, exceto para b2 = 0.0125 (τ¯2 = 0.05) e b4 = 0.015 (τ¯4 = 0.09). As condic¸o˜es
inicias sa˜o x(0) = 12, y(0) = 0, S(0) = 1.2, I(0) = 0 e v(0) = 12, R0 = 1.1855 > 1.
3.2 Modelo II
Em 2009, 1.1 milho˜es de pessoas nos Estados Unidos foram infetados com o v´ırus HIV, dos
quais 18% na˜o sabia que estavam infetados. Em 2011, houve 1.962 casos diagnosticados
de infec¸a˜o por HIV em Portugal [19]. O HIV/SIDA e´ um importante problema de sau´de
global. Pequenos passos va˜o sendo conseguidos no sentido da cura, mas a prevenc¸a˜o ainda e´
a melhor estrate´gia. As medidas de prevenc¸a˜o mais comum sa˜o o uso correto do preservativo
durante as relac¸o˜es sexuais, e o uso de agulhas e seringas descarta´veis. Para prevenir o facto
do HIV ser transmitido de ma˜e para filho, todas as mulheres gra´vidas devem consultar os
seus me´dicos o mais ra´pido poss´ıvel e fazer o teste de HIV. Uma mulher seropositiva tem
50% de hipo´teses de infetar o bebe´ com HIV [10].
Descric¸a˜o do modelo
O modelo proposto nesta tese para a dinaˆmica da transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA, analisa
a dinaˆmica das populac¸o˜es, considerando o tratamento e a transmissa˜o vertical como em
[56] e o uso ou na˜o de preservativo como em [18]. Como tal, considera-se que as populac¸o˜es
suscet´ıvel e infetada sa˜o divididas em dois grupos, o grupo dos que usam preservativo e
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o grupo dos que na˜o usam. Assim, divide-se a populac¸a˜o total em seis grupos: S1(t) a
populac¸a˜o suscet´ıvel que usa preservativo, I1(t) a populac¸a˜o infetada que usa preservativo,
S2(t) a populac¸a˜o suscet´ıvel que na˜o usa preservativo, I2(t) a populac¸a˜o infetada que na˜o
usa preservativo, T (t) a populac¸a˜o infetada em tratamento e A(t) a populac¸a˜o com SIDA.
A populac¸a˜o de tamanho N(t) tem um fluxo constante de indiv´ıduos suscet´ıveis S1 a uma
taxa pi1N , onde pi1 e´ a taxa de recrutamento da populac¸a˜o suscet´ıvel que usa preservativo
e um fluxo constante de indiv´ıduos suscet´ıveis S2 a uma taxa pi2N , onde pi2 e´ a taxa de
recrutamento da populac¸a˜o suscet´ıvel que na˜o usa preservativo. A taxa de mortalidade
em todas as classes e´ µ. Os indiv´ıduos suscet´ıveis que usam preservativo sa˜o infetados
a uma taxa c3β3
N
pelo contacto com individuos em tratamento. Os indiv´ıduos suscet´ıveis
que na˜o usam preservativo sa˜o infetados pelo contacto com indiv´ıduos infetados da classe
I2(t) a uma taxa
c11β11
N
e pelo contacto com indiv´ıduos em tratamento a uma taxa c31β31
N
.
Os paraˆmetros βi, i = 3, 11, 31 sa˜o as taxas de contacto sexual e ci, i = 3, 11, 31 sa˜o o
nu´mero me´dio de parceiros sexuais por unidade de tempo. As crianc¸as rece´m-nascidas, que
sa˜o infetadas durante o parto, sa˜o recrutadas diretamente para a classe de infetados Ii(t),
i = 1, 2 a uma taxa (1 − )θ, onde  e´ a frac¸a˜o de rece´m-nascidos infetados com HIV que
morre imediatamente apo´s o nascimento e θ e´ a taxa de rece´m-nascidos infetados com HIV.
Por outro lado, os indiv´ıduos infetados movem-se para a classe dos tratados, T (t), a uma
taxa σ2δ e para a classe dos pacientes com SIDA a uma taxa (1− σ2)δ, onde δ e´ a taxa de
movimento dos indiv´ıduos infetados e σ2 e´ a frac¸a˜o de δ que sa˜o tratados. Os indiv´ıduos em
tratamento podem evoluir para a classe com SIDA, A(t), a uma taxa k. Os indiv´ıduos com
SIDA sa˜o tratados a uma taxa υ, e morrem por causa da SIDA a uma taxa α. O modelo
proposto e´ o seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias na˜o lineares:
dS1
dt
= pi1N − c3β3TS1N − µS1
dI1
dt
= c3β3TS1
N
− (δ + µ)I1 + (1− )θI1
dS2
dt
= pi2N − c11β11I2S2N − c31β31TS2N − µS2
dI2
dt
= c11β11I2S2
N
+ c31β31TS2
N
− (δ + µ)I2 + (1− )θI2
dT
dt
= σ2δ(I1 + I2) + υA− (k + µ)T
dA
dt
= (1− σ2)δ(I1 + I2) + kT − (υ + α + µ)A
(3.21)
As condic¸o˜es iniciais sa˜o S1(0) = S10 , I1(0) = I10 , S2(0) = S20 , I2(0) = I20 , T (0) = T0 e
A(0) = A0.
A populac¸a˜o total N(t) = S1(t) + I1(t) + S2(t) + I2(t) + T (t) + A(t), e´ dada por:
dN
dt
= (pi1 + pi2 − µ)N + (1− )θ(I1 + I2)− αA (3.22)
As varia´veis podem ser normalizadas por: s1 =
S1
N
, i1 =
I1
N
, s2 =
S2
N
, i2 =
I2
N
, h = T
N
, a = A
N
.
O sistema normalizado e´ dado por:
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ds1
dt
= pi1 − c3β3hs1 − (pi1 + pi2 + (1− )θ(i1 + i2)− αa)s1
di1
dt
= c3β3hs1 + (1− )θi1 − (pi1 + pi2 + δ + (1− )θ(i1 + i2)− αa)i1
ds2
dt
= pi2 − c11β11i2s2 − c31β31hs2 − (pi1 + pi2 + (1− )θ(i1 + i2)− αa)s2
di2
dt
= c11β11i2s2 + c31β31hs2 + (1− )θi2 − (pi1 + pi2 + δ + (1− )θ(i1 + i2)− αa)i2
dh
dt
= σ2δ(i1 + i2) + υa− (pi1 + pi2 + k + (1− )θ(i1 + i2)− αa)h
da
dt
= (1− σ2)δ(i1 + i2) + kh− (pi1 + pi2 + υ + α + (1− )θ(i1 + i2)− αa)a
(3.23)
Como tal, s1 + i1 + s2 + i2 + h+ a = 1 e s1(t) ≥ 0, i1(t) ≥ 0, s2(t) ≥ 0, i2(t) ≥ 0, h(t) ≥ 0 e
a(t) ≥ 0.
Nu´mero de reproduc¸a˜o e estabilidade dos pontos de equil´ıbrio
Para se calcular o nu´mero de reproduc¸a˜o, R0, do modelo (3.23), determinam-se os seus
pontos de equil´ıbrio:
ds1
dt
= 0 ⇔ (pi1 + pi2 + c3β3h+ (1− )θ(i1 + i2)− αa)s1 = pi1
⇔ s1 = pi1pi1+pi2+c3β3h+(1−)θ(i1+i2)−αa
di1
dt
= 0 ⇔ (pi1 + pi2 + δ + (1− )θ(i1 + i2 − 1)− αa)i1 = c3β3hs1
⇔ i1 = c3β3hs1pi1+pi2+δ+(1−)θ(i1+i2−1)−αa
ds2
dt
= 0 ⇔ (pi1 + pi2 + c11β11i2 + c31β31h+ (1− )θ(i1 + i2)− αa)s2 = pi2
⇔ s2 = pi2pi1+pi2+c11β11i2+c31β31h+(1−)θ(i1+i2)−αa
di2
dt
= 0 ⇔ (pi1 + pi2 − c11β11s2 + δ + (1− )θ(i1 + i2 − 1)− αa)i2 = c31β31hs2
⇔ i2 = c31β31hs2pi1+pi2−c11β11s2+δ+(1−)θ(i1+i2−1)−αa
dh
dt
= 0 ⇔ (pi1 + pi2 + k + (1− )θ(i1 + i2)− αa)h = σ2δ(i1 + i2) + υa
⇔ h = σ2δ(i1+i2)+υa
pi1+pi2+k+(1−)θ(i1+i2)−αa
da
dt
= 0 ⇔ (pi1 + pi2 + υ + α + (1− )θ(i1 + i2)− αa)a = (1− σ2)δ(i1 + i2) + kh
⇔ a = (1−σ2)δ(i1+i2)+kh
pi1+pi2+υ+α+(1−)θ(i1+i2)−αa
Calcula-se o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a, assume-se que i1 = i2 = h = a = 0, pelo
que s1 =
pi1
pi1+pi2
e s2 =
pi2
pi1+pi2
. Assim o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a, P 0 e´ dado por:
P 0 = (s01, i
0
1, s
0
2, i
0
2, h
0, a0) =
(
pi1
pi1 + pi2
, 0,
pi2
pi1 + pi2
, 0, 0, 0
)
(3.24)
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De seguida, calcula-se o nu´mero reproduc¸a˜o do modelo (3.23), R0. Para tal, usa-se o me´todo
descrito em [23]. Usando a notac¸a˜o em [23] no sistema (3.23), as matrizes para os termos
das novas infec¸o˜es, F , e os outros termos, V , sa˜o dadas por:
F =

0 0 c3β3pi1
pi1+pi2
0
0 c11β11pi2
pi1+pi2
c31β31pi2
pi1+pi2
0
0 0 0 0
0 0 0 0

V =

pi1 + pi2 + δ − (1− )θ 0 0 0
0 pi1 + pi2 + δ − (1− )θ 0 0
−σ2δ −σ2δ pi1 + pi2 + k −υ
−(1− σ2)δ −(1− σ2)δ −k pi1 + pi2 + υ + α

=

A 0 0 0
0 A 0 0
−B −B C −υ
−D −D −k E

O nu´mero de reproduc¸a˜o e´ dado por:
R0 = ρ(FV
−1) =
c11β11pi2(kυ − CE)− (Dυ +BE)(c31β31pi2 + c3β3pi1)
2(pi1 + pi2)A(kυ − CE)
+
1
2
√
(Dυ +BE)2(c3β3pi1 + c31β31pi2)2 + 2c11β11pi2(kυ − CE)(Dυ +BE)(c3β3pi1 − c31β31pi2) + c211β211pi22(kυ − CE)2
(pi1 + pi2)2A2(kυ − CE)2
onde ρ indica o raio espectral de FV −1. Pelo Teorema 2 [23], obte´m-se o seguinte lema.
Lema 3.2.1 O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a P 0 e´ localmente assintoticamente esta´vel
se R0 < 1 e insta´vel se R0 > 1.
Simulac¸o˜es nume´ricas
Nesta subsec¸a˜o apresentam-se as simulac¸o˜es nume´ricas do modelo (3.23). Os paraˆmetros
usados nas simulac¸o˜es esta˜o descritos na Tabela 3.2.
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Paraˆmetro Valor Refereˆncia
θ 0.7 Estimado
 0.2 [56]
υ 0.1 [56]
β11 0.4 [56]
β3 0.05 [56]
β31 0.05 Estimado
σ2 0.01 [56]
k 0.08 [56]
c11 3 [56]
c3 1 [56]
c31 1 Estimado
pi1 0.4 [56]
pi2 0.4 [56]
δ 0.6 [56]
α 0.6 [56]
Tabela 3.2: Paraˆmetros usados nas simulac¸o˜es nume´ricas do modelo (3.23).
Ilustra-se, na Figura 3.4, que para diferentes valores das condic¸o˜es iniciais e valores de
paraˆmetros, a dinaˆmica do modelo (3.23). Na Figura 3.4 (em cima), o sistema tende para
o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a. Na Figura 3.4 (em baixo), o sistema converge para o
ponto de equil´ıbrio ende´mico.
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Figura 3.4: Dinaˆmica dos suscet´ıveis, s1 e s2, infetados, i1 e i2, tratados, h, e com SIDA, a,
para os paraˆmetros da Tabela 3.2 exceto os valores de pi1, pi2 e θ. Usam-se pi1 = pi2 = θ = 0
(em cima) e pi1 = pi2 = 0.1 e θ = 0.7 (em baixo), com as seguintes condic¸o˜es iniciais s1(0) =
s2(0) = 0.35, i1(0) = i2(0) = 0.1, h(0) = 0.07 e a(0) = 0.03 (em cima) e s1(0) = s2(0) = 0.3,
i1(0) = i2(0) = 0.15,h(0) = 0.07 e a(0) = 0.03 (em baixo).
Na Figura 3.5 mostra-se o impacto da variac¸a˜o das taxas de recrutamento, pi1 e pi2, nos
indiv´ıduos suscet´ıveis, em tratamento e nos pacientes com SIDA. Observa-se que, para o au-
mento dos valores de pi1 e pi2, a populac¸a˜o suscet´ıvel aumenta, inversamente ao que acontece
com a populac¸a˜o dos tratados e a populac¸a˜o dos pacientes com SIDA, que diminuem.
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Figura 3.5: Dinaˆmica da populac¸a˜o suscet´ıvel, s1 e s2, em tratamento, h, e da classe com
SIDA, a, para diferentes valores de pi2. Os valores dos paraˆmetros sa˜o os da Tabela 3.2,
com as seguintes condic¸o˜es iniciais s1(0) = s2(0) = 0.3, i1(0) = i2(0) = 0.15, h(0) = 0.07 e
a(0) = 0.02.
Na Figura 3.6 observa-se a variac¸a˜o da proporc¸a˜o da populac¸a˜o infetada i1 e i2, da populac¸a˜o
em tratameto e da populac¸a˜o com SIDA, ao longo do tempo, para diferentes valores da taxa
de movimento dos indiv´ıduos infetados, δ. O aumento do valor de δ provoca a diminuic¸a˜o
da proporc¸a˜o de infetados i1 e i2, que por sua vez aumenta a proporc¸a˜o da populac¸a˜o em
tratamento e dos pacientes com SIDA.
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Figura 3.6: Dinaˆmica dos indiv´ıduos infetados, i1 e i2, dos indiv´ıduos em tratamento, h, e
dos pacientes com SIDA, a, para diferentes valores de δ. Os valores dos paraˆmetros sa˜o os
da Tabela 3.2, com as seguintes condic¸o˜es iniciais s1(0) = 0.34, s2(0) = 0.33, i1(0) = i2(0) =
0.15, h(0) = 0.02 e a(0) = 0.01.
Na Figura 3.7 observa-se variando σ2, a frac¸a˜o de infetados, δ, que sa˜o tratados, influencia a
proporc¸a˜o de indiv´ıduos em tratamento e dos pacientes com SIDA. O aumento de σ2 conduz
ao aumento da proporc¸a˜o da populac¸a˜o em tratamento e a` diminuic¸a˜o da proporc¸a˜o dos
pacientes com SIDA.
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Figura 3.7: Dinaˆmica dos indiv´ıduos em tratamento, h, e dos pacientes com SIDA, a, para
diferentes valores de σ2. Os valores dos paraˆmetros sa˜o os da Tabela 3.2, com as seguintes
condic¸o˜es iniciais s1(0) = 0.34, s2(0) = 0.33, i1(0) = i2(0) = 0.15, h(0) = 0.02 e a(0) = 0.01.
Na Figura 3.8 mostra-se a variac¸a˜o da taxa de contacto, β11, de suscet´ıveis (s2) em relac¸a˜o
aos infetados (i2). O aumento da taxa de contacto β11, leva a` reduc¸a˜o do nu´mero de
indiv´ıduos suscet´ıveis s2 e ao aumento dos indiv´ıduos infetados i2, sugerindo o aumento do
tratamento.
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Figura 3.8: Dinaˆmica dos indiv´ıduos suscet´ıveis, s2, dos indiv´ıduos infetados, i2, e dos
indiv´ıduos em tratamento, h, para diferentes valores de β11. Os valores dos paraˆmetros sa˜o
os da Tabela 3.2, com as seguintes condic¸o˜es iniciais s1(0) = 0.34, s2(0) = 0.33, i1(0) =
i2(0) = 0.15, h(0) = 0.02 e a(0) = 0.01.
Na Figura 3.9 mostra-se o impacto da variac¸a˜o de c11, o nu´mero me´dio de parceiros sexuais
por unidade de tempo, na populac¸a˜o suscet´ıvel, s2 e infetada, i2. Com o aumento de c11, a
populac¸a˜o suscet´ıvel, s2 diminui, por sua vez a populac¸a˜o infetada, i2 aumenta.
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Figura 3.9: Dinaˆmica dos indiv´ıduos suscet´ıvel, s2 e dos indiv´ıduos infetados, i2 para
diferentes valores de c11, nu´mero me´dio de parceiros sexuais por unidade de tempo. Os
valores dos paraˆmetros sa˜o os da Tabela 3.2, com as seguintes condic¸o˜es iniciais s1(0) = 0.34,
s2(0) = 0.33, i1(0) = i2(0) = 0.15, h(0) = 0.02 e a(0) = 0.01
Na Figura 3.10 mostra-se a variac¸a˜o das taxas de tratamento na populac¸a˜o tratada e
da populac¸a˜o com SIDA, respetivamente k e υ. Observa-se que a` medida que as taxas
de tratamento aumentam, os doentes com SIDA diminuem devido ao tratamento, logo
aumenta-se a populac¸a˜o tratada.
Figura 3.10: Variac¸a˜o da proporc¸a˜o da populac¸a˜o com SIDA, a, e da populac¸a˜o tratada,
h, para diferentes valores de k e υ. Os valores dos paraˆmetros sa˜o os da Tabela 3.2, com
as seguintes condic¸o˜es iniciais s1(0) = s2(0) = 0.3, i1(0) = i2(0) = 0.15, h(0) = 0.05 e
a(0) = 0.05.
Na Figura 3.11 mostra-se o efeito da taxa de mortalidade induzida pela SIDA, α. Pode-se
observar que a` medida que α aumenta, a populac¸a˜o de doentes com SIDA diminui.
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Figura 3.11: Variac¸a˜o da proporc¸a˜o da populac¸a˜o com SIDA, a, para diferentes valores de
α. Os valores dos paraˆmetros sa˜o os da Tabela 3.2, com as seguintes condic¸o˜es iniciais
s1(0) = s2(0) = 0.2, i1(0) = i2(0) = 0.1, h(0) = 0.05 e a(0) = 0.25.
3.3 Modelo III
A mala´ria e o HIV/SIDA sa˜o dois dos grandes problemas de sau´de globais do nosso tempo.
A Organizac¸a˜o Mundial de Sau´de (OMS) revelou que a mala´ria e HIV causam mais de 4
milho˜es de mortes por ano [54]. Quase 3 bilho˜es de pessoas (ou seja, metade da humanidade)
vive em regio˜es ende´micas da mala´ria, em mais de 100 pa´ıses [11, 28], e aproximadamente
25 milho˜es de pessoas infetadas pelo HIV vivem na A´frica subsariana [10].
Nas u´ltimas de´cadas, foram feitos grandes esforc¸os na investigac¸a˜o para obter uma vacina
eficaz para travar a progressa˜o e a transmissa˜o da mala´ria. A vacinac¸a˜o destina-se a reduzir a
suscetibilidade a` infec¸a˜o dos humanos e a gravidade da doenc¸a [35], assim como a transmissa˜o
dos parasitas aos mosquitos. Ate´ este momento, os esforc¸os para encontrar uma vacina eficaz
contra a mala´ria teˆm sido infrut´ıferos. Em [42], os autores tentaram desenvolver uma vacina
sinte´tica. O Center for Healthcare Research Manhic¸a realiza pesquisas para combater as
doenc¸as negligenciadas, que afetam principalmente os pobres e os pa´ıses em desenvolvimento
[3]. Ha´ um certo otimismo em relac¸a˜o a` vacina contra a mala´ria [5, 8]. No entanto, hoje
em dia, o controlo da doenc¸a depende em grande parte em protec¸a˜o pessoal e quimioterapia
[14, 15, 16]
A melhor medida, ate´ agora, e´ a erradicac¸a˜o do mosquito Anopheles, que transmite o
parasita Plasmodium, que causa a doenc¸a. O uso de potentes inseticidas to´xicos, proibidos
no ocidente, tem aumentado, uma vez que as consequeˆncias da mala´ria sa˜o muito mais
prejudiciais do que as dos inseticidas. Por outro lado, o uso de redes de mosquitos sa˜o
mais eficazes na protec¸a˜o durante o sono, dado que a vasta maioria das infec¸o˜es ocorre
nesse per´ıodo. Os cremes repelentes de insetos sa˜o eficazes, pore´m mais caros do que as
redes. Deve-se usar roupa que cubra a pele nua tanto quanto poss´ıvel, durante o dia. O
mosquito na˜o e´ ta˜o propenso a morder o rosto ou as ma˜os, onde os vasos sangu´ıneos sa˜o
menos acess´ıveis. A drenagem das zonas hu´midas e´ tambe´m uma medida eficaz [27, 38].
A mala´ria e o HIV/SIDA esta˜o intimamente relacionadas. A infec¸a˜o do HIV/SIDA aumenta
o risco de parasitemia da mala´ria [7, 26]. Um quarto a um terc¸o dos casos de mala´ria em
adultos, no leste e no sul de A´frica, onde a prevaleˆncia do HIV e´ de cerca de 30%, sa˜o
explicados pelo HIV/SIDA [55]. Por outro lado, o tratamento de pacientes com mala´ria
80 CAPI´TULO 3. MODELOS PROPOSTOS
inverte o aumento da carga viral, o qual pode diminuir a transmissa˜o do HIV/SIDA e
retardar a progressa˜o da doenc¸a [30, 55].
Va´rios modelos matema´ticos para a dinaˆmica da mala´ria, do HIV/SIDA e da coinfec¸a˜o
da mala´ria e do HIV/SIDA teˆm sido propostos na literatura. Em [13], apresenta-se um
modelo com equac¸o˜es diferenciais ordina´rias para a propagac¸a˜o da mala´ria em populac¸o˜es
humanas e mosquitos. Calcula-se o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a, que e´ esta´vel para
um nu´mero de reproduc¸a˜o, R0, inferior a um. Para R0 > 1, existe estabilidade para o ponto
de equil´ıbrio ende´mico. As simulac¸o˜es do modelo mostram que, para valores maiores da taxa
de mortalidade induzida pela doenc¸a, existe uma bifurcac¸a˜o subcr´ıtica, para R0 = 1. Em
[14, 15, 16], formularam-se modelos para a mala´ria, numa populac¸a˜o humana parcialmente
imune, com atrasos discretos. Em [14], a ana´lise do modelo revelou que o aumento do
per´ıodo em que a imunidade parcial se perdeu, traduz-se num aumento da disseminac¸a˜o da
doenc¸a. Assim, tratando-se parcialmente seres humanos imunes poderia reduzir a gravidade
da doenc¸a. Ale´m disso, as vacinas, usadas para bloquear a transmissa˜o seriam eficazes
numa populac¸a˜o parcialmente imune. Em [2], comparam-se dois modelos matema´ticos para
a transmissa˜o da mala´ria por duas espe´cies de Plasmodium. Os resultados mostram que a
combinac¸a˜o da terapia base com novos fa´rmacos eliminam ambas as espe´cies. Uma revisa˜o
de alguns modelos matema´ticos para a transmissa˜o da mala´ria pode ser encontrada em [34].
Em [1], conclui-se que aumentos transito´rios e repetitivos da carga viral do HIV, resultantes
da recorrente coinfec¸a˜o com a mala´ria, pode ser um fator importante na promoc¸a˜o da
propagac¸a˜o do HIV na A´frica subsariana. Um modelo determin´ıstico para a coinfec¸a˜o do
HIV/SIDA e mala´ria numa comunidade e´ analisado em [37]. As simulac¸o˜es nume´ricas do
modelo revelaram que a coexisteˆncia das duas doenc¸as, se observa para valores do nu´mero
de reproduc¸a˜o superiores a 1. Diminuindo a atividade sexual dos indiv´ıduos sintoma´ticos
da mala´ria, reduz-se o nu´mero de novos casos de HIV e de coinfec¸a˜o de HIV e mala´ria, mas
aumenta-se o nu´mero de novos casos de mala´ria. A suscetibilidade a` infec¸a˜o por mala´ria
causada pelo HIV aumenta a infec¸a˜o pelas duas doenc¸as HIV e mala´ria, sendo insignificante
nos casos de infec¸a˜o isolada por mala´ria e por HIV.
Descric¸a˜o do modelo
Nesta tese propo˜e-se um modelo para a coinfec¸a˜o de mala´ria e de SIDA. As equac¸o˜es relativas
ao modelo de mala´ria sa˜o uma versa˜o simplificada do modelo apresentado em [15]. O modelo
apresentado aqui foi submetido a` Applied Mathematics and Computation [46].
A populac¸a˜o total de indiv´ıduos humanos e´ dada por Nh(t), que e´ dividida nas seguintes
classes: Sh(t), Vh(t), Eh(t), Ih(t), Yh(t), Imhiv(t), Ihiv(t), Ahiv(t) e Amhiv(t). A classe Sh(t)
corresponde ao nu´mero de seres humanos suscet´ıveis, Vh(t) aos seres humanos vacinados
contra a mala´ria, Eh(t) aos seres humanos expostos, Ih(t) aos seres humanos infetados com
a mala´ria, Yh(t) aos seres humanos infetados vacinados contra a mala´ria. Imhiv(t) e´ o nu´mero
de indiv´ıduos duplamente infetados, mas sem sintomas de SIDA, Ihiv(t) e´ o nu´mero de seres
humanos infetados com HIV/SIDA, Ahiv(t) e´ o nu´mero de seres humanos infetados pelo HIV
e que apresentam sintomas de SIDA eAmhiv(t) e´ o nu´mero de indiv´ıduos que exibem sintomas
de mala´ria e SIDA. O nu´mero total de elementos da populac¸a˜o de mosquitos e´ dada por
Nm(t) = Sm(t)+Em(t)+Im(t), onde Sm(t) corresponde ao nu´mero de mosquitos suscet´ıveis,
Em(t) de mosquitos expostos e Im(t) de mosquitos infetados. O diagrama esquema´tico do
modelo e´ dado na Figura 3.12.
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Figura 3.12: Fluxograma do modelo da coinfec¸a˜o (3.28).
A progressa˜o da doenc¸a e´ obtida pela deslocac¸a˜o dos seres humanos e mosquitos de uma
classe para outra. Os novos indiv´ıduos na˜o infetados entram na populac¸a˜o humana a uma
taxa Λh, pela migrac¸a˜o ou por nascimento. Todos os seres humanos esta˜o sujeitos a` morte
natural, ocorrendo a uma taxa µh. A proporc¸a˜o de indiv´ıduos vacinados com sucesso e´
p ∈ [0, 1), pelo que pΛh e´ a proporc¸a˜o de indiv´ıduos que entram na classe Vh(t) e (1− p)Λh
e´ a proporc¸a˜o de indiv´ıduos que entram na classe Sh(t). Os seres humanos suscet´ıveis sa˜o
infetados pelo parasita da mala´ria a uma taxa fh(t) e entram na classe Eh. A taxa de infec¸a˜o
de seres humanos suscet´ıveis e´ dada por:
fh(t) = βhc(1− bz) Im(t)
Nh(t)
(3.25)
onde βh e´ a probabilidade de uma picada de um mosquito infetado levar a` infec¸a˜o de um
ser humano suscet´ıvel e c e´ a taxa de picadas de mosquitos feˆmeas.
A protec¸a˜o individual e´ modelada pelo fator (1− bz), onde 0 < z ≤ 1 representa a efica´cia
das estrate´gias adotadas para a protec¸a˜o individual e 0 < b ≤ 1 e´ a proporc¸a˜o de pessoas da
comunidade que utilizam esta estrate´gia de protec¸a˜o. Os indiv´ıduos na classe Vh(t) podem
ser apenas parcialmente protegidos, e, portanto, podem desenvolver a doenc¸a, a uma taxa
de infec¸a˜o fh(t)(1 − γ). O paraˆmetro 0 ≤ γ ≤ 1 da´ a efica´cia da vacina pre´-eritroc´ıtica. A
imunidade induzida pela vacina diminui, conduzindo a que os indiv´ıduos vacinados possam
tornar-se suscet´ıveis a uma taxa σ. Os seres humanos expostos tornam-se infetados apo´s
um tempo τh. Os seres humanos suscet´ıveis e vacinados entram, respetivamente, nas classes
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infetadas Ih(t) e Yh(t). Os seres humanos suscet´ıveis adquirem a infec¸a˜o do v´ırus HIV/SIDA
a uma taxa βhiv(t), dada por:
βhiv(t) =
βH(Ihiv(t) + ηHMImhiv(t) + ηA(Ahiv(t) + ηHMAmhiv(t))
Nh(t)
(3.26)
onde βh e´ a taxa de contacto efetivo para a infec¸a˜o do HIV e ηA > 1 modela o facto de
os indiv´ıduos infetados pelo HIV com sintomas de SIDA serem mais infeciosos do que os
indiv´ıduos infetados pelo HIV sem sintomas de SIDA. O paraˆmetro ηHM ≥ 1 determina o
conta´gio de mala´ria por indiv´ıduos infetados com mala´ria e HIV sem sintomas de SIDA,
comparativamente aos infetados apenas com HIV e sem sintomas de SIDA. Os seres humanos
infetados vacinados, YH entram na classe Sh(t) a uma taxa σ1rh ou morrem pela doenc¸a
a uma taxa (1 − σ2)αh. Os paraˆmetros σ1 ≥ 1 e 0 < σ2 ≤ 1 modelam o efeito da vacina
pre´-eritroc´ıtica no aumento da recuperac¸a˜o e na reduc¸a˜o de mortalidade devido a` doenc¸a,
respetivamente. Na˜o ha´ recuperac¸a˜o de indiv´ıduos na classe Vh. Os indiv´ıduos infetados
com mala´ria, Ih(t), recuperam a uma taxa rh e deslocam-se para a classe de suscet´ıveis,
ou podem morrer de infec¸a˜o a uma taxa αh1. Os seres humanos Ih(t) sa˜o infetados com o
v´ırus da SIDA/HIV e entram na classe Imhiv a uma taxa 2βhiv(t), onde 2 < 1 modela a
diminuic¸a˜o da atividade sexual devido a` mala´ria.
Os seres humanos duplamente infetados, que na˜o exibem os sintomas de SIDA, Imhiv,
recuperam da mala´ria a uma taxa φ2 e entram na classe Ihiv ou comec¸am a exibir sintomas
de SIDA a uma taxa ξαh2 e deslocam-se para a classe Amhiv. Estes indiv´ıduos podem morrer
da infec¸a˜o por mala´ria a uma taxa ταh1, onde τ representa o aumento da mortalidade por
mala´ria nos indiv´ıduos duplamente infetados com HIV, ou passam a ter sintomas de SIDA a
uma taxa ψδH , onde ψ determina o aumento da mortalidade relacionada com o HIV, devido
a` dupla infec¸a˜o com a mala´ria. Os seres humanos infetados so´ com HIV/SIDA, Ihiv, sa˜o os
indiv´ıduos duplamente infetados com HIV/SIDA e mala´ria que recuperam da infec¸a˜o por
mala´ria a uma taxa φ2, e os indiv´ıduos suscet´ıveis que sa˜o infetados com o v´ırus HIV a uma
taxa βhiv(t). Os indiv´ıduos desta classe adquirem a infec¸a˜o por mala´ria e deslocam-se para
a classe Imhiv a uma taxa ν1fh(t), onde ν1 > 1 representa o aumento da suscetibilidade,
destes indiv´ıduos, a` infec¸a˜o por mala´ria como resultado da infec¸a˜o do v´ırus HIV/SIDA. Os
indiv´ıduos da classe Ihiv(t) tambe´m podem apresentar sintomas de SIDA a uma taxa αh2
ou morrem por infec¸a˜o do v´ırus HIV a uma taxa δH , e por morte natural a uma taxa µh.
Os indiv´ıduos infetados com HIV exibindo sintomas de SIDA, Ahiv, sa˜o aqueles infetados
com HIV, Ihiv(t), que evoluem para a SIDA, a uma taxa αh2 e aqueles duplamente infetados
com mala´ria e HIV/SIDA, Amhiv, que recuperam da mala´ria a uma taxa φ3. Os indiv´ıduos
desta classe morrem por SIDA a uma taxa δH e por morte natural a uma taxa µh. Os
indiv´ıduos que apresentam sintomas de SIDA, Ahiv(t), adquirem mala´ria e deslocam-se para
a classe Amhiv(t) a uma taxa ν2fh(t), onde ν2 define o aumento da suscetibilidade a` mala´ria
dos indiv´ıduos da classe Ahiv(t). Os indiv´ıduos duplamente infetados que exibem sintomas
de SIDA, Amhiv(t), sa˜o aqueles indiv´ıduos da classe Imhiv(t) que evoluem para SIDA a uma
taxa ξαh2, onde ξ > 1 modela o facto de os indiv´ıduos duplamente infetados com HIV e a
mala´ria progredirem para a infec¸a˜o com SIDA a um ritmo mais ra´pido do que os infetados
so´ com HIV. Os indiv´ıduos da classe Amhiv(t) recuperam da mala´ria a uma taxa φ3, morrem
da mala´ria a uma taxa ταh1, apresentam sintomas de SIDA a uma taxa ψδH e morrem
naturalmente a uma taxa µh. O tratamento da mala´ria na˜o e´ considerado neste modelo.
No que diz respeito a` populac¸a˜o dos mosquitos, presume-se que os mosquitos suscet´ıveis sa˜o
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recrutados, a uma taxa constante Λm. Todos os mosquitos sa˜o submetidos a uma morte
natural, o que ocorre a uma taxa de µm. Os mosquitos suscet´ıveis, Sm, sa˜o infetados pelo
parasita Anopheles a uma taxa fm(t) dada por:
fm(t) = βmc(1− bz)Ih(t) + Imhiv(t) + (1− )Yh(t) + Amhiv(t)
Nh(t)
(3.27)
onde βm e´ a probabilidade de uma picada de mosquito num ser humano suscet´ıvel, tendo
gameto´fitos infeciosos, levar a` infec¸a˜o do mosquito. O paraˆmetro  ∈ [0, 1] modela a efica´cia
da vacina em bloquear a transmissa˜o da doenc¸a, ou seja, a reduc¸a˜o da transmissa˜o de
humanos vacinados aos mosquitos suscet´ıveis. A efica´cia da droga para reduzir a infec¸a˜o da
mala´ria nos seres humanos tratados e´ modelada pelo paraˆmetro ηA ∈ [0, 1]. Os mosquitos
suscet´ıveis infetados movem-se para a classe exposta. Apo´s um tempo τm, esses mosquitos
expostos tornam-se infetados. A taxa de mortalidade devido a` presenc¸a do parasita no corpo
e´ dada por αm. Os mosquitos na˜o recuperam antes de morrer [15].
O sistema de equac¸o˜es diferenciais com atraso para o modelo proposto e´ o seguinte:
˙Nh(t) = Λh − αh1(Ih(t) + (1− θ2)Yh(t))− ταh1Imhiv(t)
−(ταh1 + ψδH)Amhiv(t)− δHAhiv − µhNh(t)
˙Sh(t) = (1− p)Λh − fh(t)Sh(t)− βhiv(t)Sh(t) + rh(Ih(t) + θ1Yh(t))+
+σVh(t)− µhSh(t)
˙Vh(t) = pΛh − fh(t)(1− γ)Vh(t)− (σ + µh)Vh(t)
˙Ih(t) = fh(t− τh)Sh(t− τh)e−µhτh − 2βhiv(t)Ih(t)− (rh + αh1 + µh)Ih(t)
˙Imhiv(t) = ν1fh(t− τh)Ihiv(t− τh)e−µhτh + 2βhiv(t)Ih(t)− (ξαh2 + φ2 + ταh1+
+µh)Imhiv(t)
˙Ihiv(t) = βhiv(t)Sh(t) + φ2Imhiv(t)− ν1fh(t)Ihiv(t)− (αh2 + µh)Ihiv(t)
˙Yh(t) = fh(t− τh)(1− γ)Vh(t− τh)e−µhτh − (θ1rh + (1− θ2)αh1
+µh)Yh(t)
˙Amhiv(t) = ξαh2Imhiv(t) + ν2fh(t− τh)Ahiv(t− τh)e−µhτh−
−(µh + φ3 + ταh1 + ψδH)Amhiv(t)
˙Ahiv(t) = αh2Ihiv(t) + φ3Amhiv(t)− ν2fh(t)Ahiv(t)− (µh + δH)Ahiv(t)
˙Nm(t) = Λm − αmIm(t)− µmNm(t)
˙Sm(t) = Λm − fm(t)Sm(t)− µmSm(t)
˙Im(t) = fm(t− τm)Sm(t− τm)e−µmτm − (µm + αm)Im(t)
(3.28)
Nu´mero de reproduc¸a˜o e estabilidade do ponto de equil´ıbrio livre
de doenc¸a
Nesta subsec¸a˜o, calcula-se o nu´mero de reproduc¸a˜o do modelo (3.28), Rmhiv. O nu´mero de
reproduc¸a˜o e´ definido como o nu´mero de infec¸o˜es secunda´rias devido a uma u´nica infec¸a˜o
numa populac¸a˜o completamente suscet´ıvel.
Comec¸a-se por considerar dois submodelos do modelo (3.28). O modelo (3.29) surge a partir
do modelo (3.28), definindo as varia´veis relativas a` dinaˆmica da mala´ria (Vh, Ih, Imhiv, Yh,
Sm e Im) como zero, e o modelo (3.32) surge do modelo (3.28), definindo as varia´veis relativas
ao v´ırus HIV/SIDA (Ihiv, Ahiv, Imhiv e Amhiv) como zero.
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Comec¸a-se por calcular o nu´mero de reproduc¸a˜o do sistema (3.29), Rhiv. Para tal, usa-se o
me´todo descrito em [23].
˙Nh(t) = Λh − µhNh(t)− δHAhiv(t)
˙Sh(t) = (1− p)Λh − βhiv(t)Sh(t)− µhSh(t)
˙Ihiv(t) = βhiv(t)Sh(t)− (αh2 + µh)Ihiv(t)
˙Ahiv(t) = αh2Ihiv(t)− (µh + δH)Ahiv(t)
(3.29)
onde
βhiv(t) =
βH(Ihiv(t) + ηAAhiv(t))
Nh(t)
(3.30)
O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a do modelo (3.29) e´ dado por:
P 01 = (N
1
h , S
1
h, I
1
hiv, A
1
hiv) =
(
Λh
µh
, (1−p)Λh
µh
, 0, 0
)
(3.31)
Usando a notac¸a˜o de [23] no sistema (3.29), obteˆm-se as matrizes para os termos das novas
infec¸o˜es, F , e para os outros termos, V , dadas por:
F =
[
βH(1− p) βHηA(1− p)
0 0
]
; V =
[
αh2 + µh 0
−αh2 µh + δH
]
O nu´mero de reproduc¸a˜o do modelo (3.29) e´:
Rhiv = ρ(FV
−1) =
βH(µh + δH + ηAαh2)(1− p)
(αh2 + µh)(µh + δH)
onde ρ indica o raio espectral de FV −1. Pelo Teorema 2 [23], obte´m-se o seguinte lema.
Lema 3.3.1 O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a P 01 e´ localmente assintoticamente esta´vel
se Rhiv < 1 e insta´vel se Rhiv > 1.
Prossegue-se com o ca´lculo do nu´mero de reproduc¸a˜o de modelo (3.32), Rm.
˙Nh(t) = Λh − αh1(Ih(t) + (1− θ2)Yh(t))− µhNh(t)
˙Sh(t) = (1− p)Λh − fh(t)Sh(t) + rh(Ih(t) + θ1Yh(t))+
+σVh(t)− µhSh(t)
˙Vh(t) = pΛh − fh(t)(1− γ)Vh(t)− (σ + µh)Vh(t)
˙Ih(t) = fh(t− τh)Sh(t− τh)e−µhτh − (rh + αh1 + µh)Ih(t)
˙Yh(t) = fh(t− τh)(1− γ)Vh(t− τh)e−µhτh − (θ1rh + (1− θ2)αh1
+µh)Yh(t)
˙Nm(t) = Λm − αmIm(t)− µmNm(t)
˙Sm(t) = Λm − fm(t)Sm(t)− µmSm(t)
˙Im(t) = fm(t− τm)Sm(t− τm)e−µmτm − (µm + αm)Im(t)
(3.32)
O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a, P 02 , do modelo (3.32) e´ dado por:
P 02 = (N
2
h , S
2
h, V
2
h , I
2
h, Y
2
h , N
2
m, S
2
m, I
2
m) =
=
(
Λh
µh
,
(1−p)Λh(σ+µh)+σpΛh
µh(σ+µh)
,
pΛh
σ+µh
,0,0,Λm
µm
,Λm
µm
,0
) (3.33)
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Calcula-se o nu´mero de reproduc¸a˜o deste modelo, Rm. No que se segue considera-se a
seguinte notac¸a˜o: NV e V representam seres humanos na˜o vacinados e vacinados, respeti-
vamente. Mostra-se que o nu´mero esperado de seres humanos na˜o vacinados que se tornam
infetados, por causa de uma picada de mosquito, ao longo do seu per´ıodo infecioso, e´ dado
por:
Rmh(NV ) = βhc(1− bz) S
0
h
N0h
e−µhτh
∫∞
0
e−(µm+αm)tdt =
= βhc(1−bz)(σ+µh(1−p))e
−µhτh
(µm+αm)(σ+µh)
(3.34)
onde e−(µm+αm)t e´ a probabilidade do mosquito sobreviver no seu per´ıodo infecioso. O mos-
quito infeta os seres humanos, no instante t, com uma taxa βhc(1− bz) S
0
h
N0h
. A probabilidade
dos seres humanos se tornarem infetados no tempo t ≥ τh e´ dada por e−µhτh .
O nu´mero esperado de seres humanos vacinados que se tornam infetados, apo´s serem picados
por um u´nico mosquito infetado, durante todo o seu per´ıodo de conta´gio, e´:
Rmh(V ) = βhc(1− bz)(1− γ) V
0
h
N0h
e−µhτh
∫∞
0
e−(µm+αm)tdt =
= βhc(1−bz)(1−γ)µhpe
−µhτh
(µm+αm)(σ+µh)
(3.35)
onde e−(µm+αm)t e´ a probabilidade do mosquito sobreviver ao seu per´ıodo infecioso. O
mosquito infeta os seres humanos no tempo t, a uma taxa βhc(1 − bz)(1 − γ) V
0
h
N0h
. A
probabilidade dos seres humanos se tornarem infetados no tempo t ≥ τh e´ dada por e−µhτh .
O nu´mero esperado de mosquitos que se tornam infetados devido aos seres humanos infeta-
dos, durante o seu per´ıodo infecioso e´ dado por:
Rhm(NV ) = βmc(1− bz)S0mN0h e
−µmτm ∫∞
0
e−(rh+αh1+µh)tdt =
= βmc(1−bz)Λmµhe
−µmτm
µm(rh+αh1+µh)Λh
(3.36)
onde e−(rh+αh1+µh)t e´ a probabilidade de sobreviveˆncia humana, no seu per´ıodo infecioso.
Os seres humanos infetam os mosquitos, no instante t, com uma taxa βmc(1 − bz)S0mN0h . A
probabilidade de os mosquitos se tornarem infetados, no tempo t ≥ τh e´ e−µhτm .
O nu´mero esperado de mosquitos que se tornam infetados apo´s picarem seres humanos
vacinados e´ dado por:
Rhm(V ) = βmc(1− bz)(1− )S0mN0h e
−µmτm ∫∞
0
e−(θ1rh+(1−θ2)αh1+µh)tdt =
= βmc(1−bz)(1−)Λmµhe
−µmτm
µm(θ1rh+(1−θ2)αh1+µh)Λh
(3.37)
onde e−(θ1rh+(1−θ2)αh1+µh)t e´ a probabilidade de um ser humano vacinado sobreviver no seu
per´ıodo infecioso. Os seres humanos vacinados infetam os mosquitos, no instante t, a uma
taxa βmc(1− bz)(1− )S0mN0h . A probabilidade de se tornarem mosquitos infetados, no tempo
t ≥ τh e´ e−µmτm .
O nu´mero de reproduc¸a˜o do modelo (3.32), Rm, e´ dado por:
Rm = RNV +RV =
= Rmh(NV )Rhm(NV ) +Rmh(V )Rhm(V ) =
= W
(
σ+µh(1−p)
rh+µh+αh1
+ (1−γ)(1−)µhp
θ1rh+(1−θ2)αh1+µh)
) (3.38)
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onde W = µhβhβmΛme
−µhτhe−µmτmc2(1−bz)2
(αm+µm)µmΛh(σ+µh)
.
Pelo Teorema 2 [23], obte´m-se o seguinte lema.
Lema 3.3.2 O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a P 02 e´ localmente assintoticamente esta´vel
se Rm < 1 e insta´vel se Rm > 1.
Prova: Realiza-se o estudo da estabilidade do ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a P 02 do
submodelo de mala´ria (3.32). A matriz da linearizac¸a˜o em torno do ponto de equil´ıbrio livre
de doenc¸a P 20 , associada ao modelo (3.32), e´ dada por:
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       
88 CAPI´TULO 3. MODELOS PROPOSTOS
onde
a1 =
S0h
N0h
=
σ + µh(1− p)
(σ + µh)
, a2 =
V 0h
N0h
=
pµh
(σ + µh)
, a3 =
S0m
N0h
=
µhΛm
µmΛh
Os valores pro´prios da matriz M5 que sa˜o facilmente calculados sa˜o os seguintes:
−µh (multiplicidade 2), −(σ + µh), −µm (multiplicidade 2)
Os restantes valores pro´prios sa˜o os valores pro´prios da seguinte matriz:(
−(rh + αh1 + µh) 0 βhc(1− bz)a1e−τh(λ+µh)
0 −(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh) βhc(1− bz)(1− γ)a2e−τh(λ+µh)
βmc(1− bz)a3e−τm(λ+µm) βmc(1− bz)(1− )a3e−τm(λ+µm) −(µm + αm)
)
A matriz anterior e´ equivalente a:
M6 =
 A 0 B0 C D
G H −(µm + αm)

Os valores pro´prios da matriz M6 sa˜o as ra´ızes da seguinte equac¸a˜o carater´ıstica:
λ3 + λ2(µm + αm − A− C) + λ(−(µ+ αm)(A+ C) + AC −GB −HD)+
+(µ+ αm)AC +GBC + ADH = 0
onde
A = −(rh + αh1 + µh)
B = βhc(1− bz)a1e−τh(λ+µh)
C = −(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)
D = βhc(1− bz)(1− γ)a2e−τh(λ+µh)
G = βmc(1− bz)a3e−τm(λ+µm)
H = βmc(1− bz)(1− )a3e−τm(λ+µm)
(3.39)
Depois de algumas manipulac¸o˜es alge´bricas, obte´m-se:
λ3 + F1λ
2 + F2λ+ F4 = (F3λ+ F4Rm)e
−λ(τh+τm) (3.40)
onde
F1 = µm + αm + rh + αh1 + 2µh + θ1rh + (1− θ2)αh1
F2 = (µm + αm)(rh + αh1 + 2µh + θ1rh + (1− θ2)αh1)+
+(rh + αh1 + µh)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)
F3 = (µm + αm)((rh + αh1 + µh)R(NV ) + (θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)R(V ))
F4 = (µm + αm)(rh + αh1 + µh)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)
(3.41)
A equac¸a˜o (3.40) pode ser escrita na seguinte forma:
F3λ+F4Rme
−λ(τh+τm)
λ3+F1λ2+F2λ+F4
= 1 (3.42)
Se τh + τm > 0 e <(λ) ≥ 0, obte´m-se:
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∣∣∣F3λ+F4Rme−λ(τh+τm)λ3+F1λ2+F2λ+F4 ∣∣∣ ≤ Rm (3.43)
Conclui-se que se Rm < 1, enta˜o para todos os valores pro´prios com parte real maior ou
igual a zero, <(λ) ≥ 0, o valor absoluto do lado esquerdo da equac¸a˜o (3.42), no ponto de
equil´ıbrio livre de doenc¸a, deixa de ser maior do que a unidade. Assim, na˜o pode haver
ra´ızes da equac¸a˜o (3.40), com <(λ) ≥ 0. Como tal, conclui-se que o ponto de equil´ıbrio livre
de doenc¸a P 02 e´ localmente assintoticamente esta´vel, se Rm < 1.
Prossegue-se com o ca´lculo do nu´mero de reproduc¸a˜o do modelo completo (3.28), Rmhiv. O
ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a P 0 do modelo (3.28) e´ dado por:
P 0 = (N0h , S
0
h, V
0
h , I
0
h, Y
0
h , I
0
mhiv, I
0
hiv, A
0
mhiv, A
0
hiv, N
0
m, S
0
m, I
0
m) =
=
(
Λh
µh
,
(1−p)Λh(σ+µh)+σpΛh
µh(σ+µh)
,
pΛh
σ+µh
,0,0,0,0,0,0,Λm
µm
,Λm
µm
,0
) (3.44)
O nu´mero de reproduc¸a˜o do modelo (3.28) e´ dado por:
Rmhiv = max(Rm, Rhiv) (3.45)
Pelo Teorema 2 [23], obte´m-se o seguinte resultado.
Lema 3.3.3 O ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a, P 0 do sistema (3.28) e´ localmente
assintoticamente esta´vel se Rmhiv < 1 e insta´vel se Rmhiv > 1.
Prova: Em seguida, realiza-se o estudo da estabilidade do ponto de equil´ıbrio livre de
doenc¸a P 0 do modelo (3.28). A matriz da linearizac¸a˜o em torno do ponto de equil´ıbrio livre
de doenc¸a P 0 do sistema (3.28) e´ dada por:
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         
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Os valores pro´prios da matriz M7, que sa˜o facilmente calculados sa˜o os seguintes:
−µh (multiplicidade 2), −(σ + µh), −(ξαh2 + φ2 + ταh1 + µh),
−(µh + φ3 + ταh1 + ψδH), −µm (multiplicidade 2)
Os restantes valores pro´prios sa˜o os valores pro´prios da seguinte matriz:
M8 =
 −(rh + αh1 + µh) 0 0 0 βhc(1− bz)a1e
−τh(λ+µh)
0 βHa1 − (αh2 + µh) 0 βHηAa1 0
0 0 −(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh) 0 βhc(1− bz)(1− γ)a2e−τh(λ+µh)
0 αh2 0 −(µh + δH) 0
βmc(1− bz)a3e−τm(λ+µm) 0 βmc(1− bz)(1− )a3e−τm(λ+µm) 0 −(µm + αm)

A matriz anterior e´ equivalente a` seguinte matriz:
M9 =

A 0 0 0 B
0 C 0 D 0
0 0 E 0 F
0 αh2 0 G 0
H 0 I 0 J

Os valores pro´prios da matriz M9 sa˜o as ra´ızes da seguinte equac¸a˜o carater´ıstica:
λ5 − (A+ C + E +G+ J)λ4 + (J(A+ C + E +G) + EG− IF + (A+ C)(E +G)+
+AC − αh2D −BH)λ3 + (−EG(A+ C + J) + IF (A+ C +G)− (A+ C)(E +G)J−
−AC(E +G+ J) + αh2D(A+ E + J) +BH(C + E +G))λ2 + (ECJ(A+ C)+
+ACJ(E +G) + ACEG− αh2D(AJ + AE + JE)− IF (AG+GC + AC − αh2D)−
−BH(EG+ CE + CG− αh2D)λ− AEJ(CG− αh2D) + IF (ACG− αh2AD)+
+BH(CEG− αh2DE) = 0
onde:
A = −(rh + αh1 + µh)
B = βhc(1− bz)a1e−τh(λ+µh)
C = βHa1 − (αh2 + µh)
D = βHηAa1
E = −(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)
F = βhc(1− bz)(1− γ)a2e−τh(λ+µh)
G = −(µh + δH)
H = βmc(1− bz)a3e−τm(λ+µm)
I = βmc(1− bz)(1− )a3e−τm(λ+µm)
J = −(µm + αm)
(3.46)
Depois de algumas manipulac¸o˜es alge´bricas, obte´m-se:
λ5 + F1λ
4 + F2λ
3 + F4λ
2 + F6λ+ F8 = (F3λ
3 + F5λ
2 + F7λ+ F8Rm)e
−λ(τh+τm) (3.47)
onde:
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F1 = θ1rh + (1− θ2)αh1 + δH + rh + αh1 + αh2 + 4µh + µm + αm − βHa1
F2 = (µm + αm)(rh + αh1 + 4µh + θ1rh + (1− θ2)αh1 + αh2 + δH − βHa1)+
+(µh + δH)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh) + (rh + αh1 + αh2 + 2µh − βHa1)
(θ1rh + (1− θ2)αh1 + δH + 2µh) + (rh + αh1 + µh)(αh2 + µh − βHa1)− αh2βHηAa1
F3 = (µm + αm)((rh + αh1 + µh)R(NV ) + (θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)R(V ))
F4 = (θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)(µh + δH)(rh + αh1 + αh2 + 2µh − βHa1 + µm + αm)+
+(rh + αh1 + αh2 + 2µh − βHa1)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + δH + 2µh)(µm + αm)+
+(rh + αh1 + µh)(αh2 + µh − βHa1)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + δH + 2µh + µm + αm)−
−αh2βHηAa1(rh + αh1 + θ1rh + (1− θ2)αh1 + 2µh + µm + αm)
F5 = (µm + αm)(R(V )(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)(rh + αh1 + αh2 + δH + 3µh − βHa1)+
+R(NV )(rh + αh1 + µh)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + δH + αh2 + 3µh − βHa1))
F6 = (θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)(µm + αm)(αh2 + µh − βHa1)(rh + αh1 + αh2 + 2µh − βHa1)+
+(rh + αh1 + µh)(αh2 + µh − βHa1)(µm + αm)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + 2µh + δH)+
+(rh + αh1 + µh)(αh2 + µh − βHa1)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)(µh + δH)−
−αh2βHηAa1((rh + αh1 + µh)(µm + αm) + (rh + αh1 + µh)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)+
+(µm + αm)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh))
F7 = (µm + αm)(R(V )(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)((rh + αh1 + µh)(δH + αh2 + 2µh − βHa1)+
+(αh2 + µh − βHa1)(µh + δH)− αh2βHηAa1) +R(NV )(rh + αh1 + µh)
((θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)(αh2 + δH + 2µh − βHa1) + (αh2 + µh − βHa1)(µh + δH)−
−αh2βHηAa1))
F8 = (rh + αh1 + µh)(θ1rh + (1− θ2)αh1 + µh)(µm + αm)(αh2 + µh)(µh + δH)(1−Rhiv)
= F9(1−Rhiv)
A equac¸a˜o (3.47) pode ser escrita na seguinte forma:
F3λ3+F5λ2+F7λ+F9(1−Rhiv)Rme−λ(τh+τm)
λ5+F1λ4+F2λ3+F4λ4+F6λ+F9(1−Rhiv) = 1 (3.48)
Se τh + τm > 0 e <(λ) ≥ 0, obte´m-se:∣∣∣F3λ3+F5λ2+F7λ+F9(1−Rhiv)Rme−λ(τh+τm)λ5+F1λ4+F2λ3+F4λ4+F6λ+F9(1−Rhiv) ∣∣∣ ≤ Rmhiv (3.49)
Conclui-se que se Rmhiv < 1, enta˜o para todos os valores pro´prios com parte real maior ou
igual a zero, <(λ) ≥ 0, o valor absoluto do lado esquerdo da equac¸a˜o (3.48), no ponto de
equil´ıbrio de livre de doenc¸a, deixa de ser maior do que a unidade. Portanto, na˜o pode
haver ra´ızes da equac¸a˜o (3.47) com a parte real maior ou igual a zero. Assim, o ponto de
equil´ıbrio livre de doenc¸a P 0 e´ localmente assintoticamente esta´vel, se Rmhiv < 1.
Simulac¸o˜es nume´ricas
Nesta subsec¸a˜o, apresentam-se as simulac¸o˜es nume´ricas do modelo (3.28). Os valores dos
paraˆmetros utilizados nas simulac¸o˜es podem ser encontrados na Tabela 3.3.
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Paraˆmetro Valor Refereˆncia
Λh 0.05 Estimado
p 0.4 [15]
σ 0.009 [15]
βh 0.04 Estimado
c 0.5 [21]
b 0.3 Estimado
z 0.9 Estimado
rh 0.005 [15]
αh1 0.0004 Estimado
αh2 0.0004 Estimado
µh 0.0000391 [8]
γ 0.64 [15]
 0.86 [15]
τh 14 [15]
θ1 4.1 [15]
θ2 0.06 [15]
ν1 1.002 [37]
ν2 1.5 [37]
ηA 1.4 [37]
Λm 6.0 [15]
βm 0.83 [13]
µm 0.04 [15]
τm 12 [20]
αm 0.01 [15]
φ2 0.002 [37]
2 0.8 Estimado
τ 1.001 [37]
ξ 1.002 [37]
φ3 0.0005 [37]
δh 0.000913 [37]
ψ 1.002 [37]
βH 0.001 [37]
ηHM 1.5030 Estimado
Tabela 3.3: Paraˆmetros usados nas simulac¸o˜es nume´ricas do modelo (3.28).
Na Figura 3.13, observa-se o nu´mero de seres humanos infetados com mala´ria, Ih(t), de seres
humanos duplamente infetadas com mala´ria e HIV, Imhiv(t), de seres humanos infetados
so´ com HIV, Ihiv(t) e de mosquitos infetados, Im(t), para diferentes condic¸o˜es iniciais e
Rmhiv < 1. Mostra-se que o sistema converge para o ponto de equil´ıbrio livre de doenc¸a.
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Figura 3.13: Nu´mero de seres humanos infetados com mala´ria Ih(t) (em cima, a` esquerda),
de seres humanos duplamente infetados com mala´ria e HIV, sem sintomas de SIDA, Imhiv(t)
(em cima, a` direita), de seres humanos infetados so´ com HIV, Ihiv(t) (em baixo, a` esquerda)
e de mosquitos infetados, Im(t) (em baixo, a` direita) para diferentes condic¸o˜es iniciais e
Rmhiv < 1. Os paraˆmetros usado nas simulac¸o˜es sa˜o os valores da Tabela 3.3, com βH =
0.0002 e βh = 0.0002 (Rm = 0.7361, Rhiv = 0.4340 e Rmhiv = 0.7361.)
Na Figura 3.14, observa-se o nu´mero de seres humanos infetados com mala´ria, Ih(t), de seres
humanos duplamente infetados com mala´ria e HIV, Imhiv(t), de seres humanos infetados
so´ com HIV, Ihiv(t) e de mosquitos infetados, Im(t), para diferentes condic¸o˜es iniciais e
Rmhiv > 1. Mostra-se que o sistema converge para o ponto de equil´ıbrio ende´mico.
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Figura 3.14: Nu´mero de seres humanos infetados com mala´ria Ih(t) (em cima, a` esquerda),
de seres humanos infetados so´ com HIV Ihiv(t) (em cima, a` direita), de seres humanos
duplamente infetados com mala´ria e HIV, sem sintomas de SIDA Imhiv(t) (em baixo, a`
esquerda) e de mosquitos infetados Im(t) (em baixo, a` direita), para diferentes condic¸o˜es
iniciais e Rmhiv > 1. Os paraˆmetros usados na simulac¸a˜o sa˜o os valores da Tabela 3.3, com
βH = 0.001 e βh = 0.009 (Rm = 33.1265, Rhiv = 2.1701 e Rmhiv = 33.1265.)
Na Figura 3.15, observa-se o nu´mero de seres humanos infetados com HIV, Ihiv(t), de seres
humanos infetados com mala´ria, Ih(t) e de seres humanos duplamente infetados com mala´ria
e HIV, sem sintomas de SIDA, Imhiv(t), para valores distintos da taxa de suscetibilidade a`
mala´ria dos indiv´ıduos da classe Ahiv(t), ν2. Um aumento do valor deste paraˆmetro traduz-
se numa diminuic¸a˜o do nu´mero de indiv´ıduos da classe Ihiv(t) e um aumento do nu´mero de
casos de mala´ria e dos duplamente infetados com mala´ria e HIV. Este resultado e´ esperado,
uma vez que o aumento da suscetibilidade a` mala´ria, conduz ao aumento do nu´mero de
novos casos de mala´ria, isolada ou agrupada com HIV. Tem um comportamento semelhante
ao observado em [37].
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Figura 3.15: Nu´mero de seres humanos infetados com HIV, Ihiv(t) (em cima, a` esquerda),
de seres humanos infetados com mala´ria, Ih(t) (em cima, a` direita) e de seres humanos
duplamente infetados com mala´ria e HIV, sem sintomas de SIDA, Imhiv(t) (em baixo), para
ν2 = 1.5 (linha solida), ν2 = 10 (pontos) e ν2 = 100 (tracejado). Os paraˆmetros usados na
simulac¸a˜o sa˜o os valores da Tabela 3.3, com βH = 0.001 e βh = 0.01.
Na Figura 3.16, observa-se o nu´mero de seres humanos infetados so´ com HIV, Ihiv(t), de seres
humanos infetados com mala´ria, Ih(t), de seres humanos duplamente infetados com mala´ria
e HIV, sem sintomas de SIDA, Imhiv(t), para diferentes valores de 2. Uma diminuic¸a˜o da
atividade sexual devido a` mala´ria, 2, conduz a uma diminuic¸a˜o dos seres humanos infetados
so´ com HIV e dos seres humanos duplamente infetados com mala´ria e HIV, sem sintomas
de SIDA e um aumento dos seres humanos infetados com mala´ria [37].
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Figura 3.16: Nu´mero de seres humanos infetados com HIV, Ihiv(t) (em cima, a` esquerda),
de seres humanos infetados com mala´ria, Ih(t) (em cima, a` direita), de seres humanos
duplamente infetados com mala´ria e HIV, sem sintomas de SIDA, Imhiv(t) (em baixo), para
2 = 0 (linha), 2 = 0.5 (pontos), e 2 = 1 (tracejado). Os paraˆmetros usados na simulac¸a˜o
sa˜o os valores da Tabela 3.3, com βH = 0.001 e βh = 0.05.
Na Figura 3.17, observa-se o nu´mero de seres humanos infetados com mala´ria, Ih(t), de
seres humanos infetados so´ com HIV, Ihiv(t), de seres humanos duplamente infetados com
mala´ria e HIV e sem sintomas de SIDA, Imhiv(t), para diferentes valores de ψ. Um aumento
da mortalidade relacionada com o HIV, ψ, devido a` dupla infec¸a˜o com a mala´ria, conduz
a` diminuic¸a˜o do nu´mero de indiv´ıduos infetados com HIV e dos duplamente infetados com
mala´ria e HIV e sem sintomas de SIDA. Pore´m, aumenta o nu´mero de seres humanos
infetados com mala´ria [37].
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Figura 3.17: Nu´mero de seres humanos infetados com mala´ria, Ih(t) (em cima, a` esquerda),
de seres humanos infetados com HIV, Ihiv(t) (em cima, a` direita), de seres humanos
duplamente infetados com mala´ria e HIV, sem sintomas de SIDA, Imhiv(t) (em baixo), para
ψ = 1.002 (linha), ψ = 2 (pontos) e ψ = 3 (tracejado). Os paraˆmetros usados na simulac¸a˜o
sa˜o os valores da Tabela 3.3, com βH = 0.001 e βh = 0.05.
Cap´ıtulo 4
Conclusa˜o
Neste trabalho estudam-se modelos matema´ticos para a transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA.
Comec¸a-se por rever a literatura sobre este assunto. De seguida propo˜em-se treˆs modelos
(Modelos I, II e III) para a transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA.
4.1 Principais resultados
O Modelo I descreve a dinaˆmica da transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA a partir das ce´lulas T
CD4+ espec´ıficas, restritas a uma u´nica populac¸a˜o de ce´lulas auxiliares. Consideram-se dois
tipos de atrasos, um para o per´ıodo de tempo que decorre desde o momento em que as ce´lulas
sa˜o expostas ao v´ırus ate´ a` entrada do v´ırus nas ce´lulas, e outro para o per´ıodo de tempo que
decorre desde a produc¸a˜o de novos v´ırus produzidos dentro das ce´lulas e o momento destes
serem libertados da ce´lula infetada. O comportamento dinaˆmico do modelo, para valores
do nu´mero de reproduc¸a˜o, R0, inferiores a 1, sugere a existeˆncia do feno´meno de bifurcac¸a˜o
subcr´ıtica. Observa-se que, uma baixa quantidade inicial de v´ırus e um nu´mero inicial
reduzido de ce´lulas auxiliares espec´ıficas, leva a` extinc¸a˜o da resposta das ce´lulas auxiliares
espec´ıficas e a` erradicac¸a˜o da doenc¸a. Por outro lado, observa-se que uma quantidade inicial
de v´ırus elevada e um elevado nu´mero inicial de ce´lulas auxiliares espec´ıficas, traduz-se na
persisteˆncia da resposta das ce´lulas auxiliares espec´ıficas. Os resultados da variac¸a˜o do
per´ıodo de lateˆncia das ce´lulas infetadas e o per´ıodo de produc¸a˜o de part´ıculas de v´ırus
livre sugere que uma boa estrate´gia para controlar a propagac¸a˜o do v´ırus HIV/SIDA seja
o uso de drogas que prolonguem o per´ıodo de lateˆncia e/ou diminuam a produc¸a˜o de v´ırus
[67, 33].
O Modelo II para a dinaˆmica da transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA modela o comportamento
das populac¸o˜es quando sujeitas a` infec¸a˜o do v´ırus, considerando o tratamento, a transmissa˜o
vertical e o uso ou na˜o de preservativo. Observa-se que, para um aumento das taxas
de recrutamento, a populac¸a˜o suscet´ıvel aumenta, inversamente ao que acontece com a
populac¸a˜o em tratamento e a populac¸a˜o dos pacientes com SIDA, que diminuem. O aumento
da taxa dos indiv´ıduos infetados traduz-se na diminuic¸a˜o das proporc¸o˜es de infetados,
que usam ou na˜o preservativos, e num aumento dos indiv´ıduos tratados e dos pacientes
com SIDA. O aumento da frac¸a˜o de δ que sa˜o tratados conduz ao aumento da proporc¸a˜o
da populac¸a˜o em tratamento e a` diminuic¸a˜o da proporc¸a˜o dos pacientes com SIDA. Um
aumento da taxa de contacto de suscet´ıveis que na˜o usam preservativo, em relac¸a˜o aos
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infetados que na˜o usam preservativo, conduz ao aumento do nu´mero destes infetados e do
nu´mero de tratados. O mesmo comportamento e´ observado quando se aumenta o nu´mero
me´dio de parceiros sexuais nas populac¸o˜es suscet´ıveis e infetadas. Observa-se que, a` medida
que as taxas de tratamento dos indiv´ıduos tratados e da populac¸a˜o com SIDA aumentam,
os pacientes com SIDA diminuem devido ao tratamento, logo aumenta-se a populac¸a˜o em
tratamento. Por fim, observa-se que a` medida que a taxa de mortalidade induzida pela
SIDA aumenta, a populac¸a˜o com SIDA diminui.
O Modelo III estuda a coinfec¸a˜o da mala´ria e da SIDA. Estuda-se o comportamento do
modelo para diferentes condic¸o˜es iniciais, nu´mero de reproduc¸a˜o e valores de paraˆmetros.
Um aumento do valor da taxa de suscetibilidade a` mala´ria dos indiv´ıduos com sintomas
de SIDA, traduz-se numa diminuic¸a˜o do nu´mero de indiv´ıduos infetados com HIV e sem
sintomas de SIDA e um aumento do nu´mero de casos de mala´ria, e dos duplamente infetados
com mala´ria e HIV. Este resultado e´ esperado, uma vez que o aumento da suscetibilidade
a` mala´ria, conduz ao aumento do nu´mero de novos casos de mala´ria, isolada ou agrupada
com HIV. Tem um comportamento semelhante ao observado em [37]. Uma diminuic¸a˜o da
atividade sexual devido a` mala´ria traduz-se numa diminuic¸a˜o dos seres humanos infetados
apenas com HIV e dos duplamente infetados com mala´ria e HIV, sem sintomas de SIDA, e
dos infetados so´ com mala´ria. O aumento da mortalidade relacionada com o HIV conduz a
uma diminuic¸a˜o dos indiv´ıduos infetados apenas com HIV e dos duplamente infetados com
mala´ria e HIV, sem sintomas de SIDA, e num aumento dos infetados com mala´ria.
Os resultados obtidos nos treˆs modelos propostos sugerem que os modelos sa˜o epidemiolo-
gicamente va´lidos.
4.2 Contribuic¸o˜es
Os modelos propostos nesta tese pretendem melhorar a compreensa˜o da dinaˆmica real da
transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA. O modelo I e´ uma melhoria do modelo apresentado em [65],
onde se incluem os per´ıodos de lateˆncia. O modelo II divide a populac¸a˜o em dois grupos,
os que usam e os que na˜o usam preservativos, atualizando o modelo desenvolvido em [56].
O modelo III e´ um modelo para a coinfec¸a˜o da mala´ria e da SIDA, onde o submodelo da
mala´ria e´ uma versa˜o simplificada do modelo apresentado em [15].
4.3 Limitac¸o˜es
A limitac¸a˜o maior a estudos deste tipo e´ a falta de dados reais para comparar com os
resultados dos modelos teo´ricos. Por este motivo, partiu-se de modelos ja´ conhecidos e
aceites na literatura para a transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA e introduziram-se alterac¸o˜es
que se pensam ser relevantes.
4.4 Trabalho futuro
Pretende-se continuar a desenvolver modelos de transmissa˜o do v´ırus HIV/SIDA e, se
poss´ıvel, comparar os resultados das simulac¸o˜es nume´ricas destes modelos com dados reais da
transmissa˜o da SIDA. Tambe´m se podera´, aprofundar a ana´lise dos modelos propostos. Por
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exemplo, no modelo I pode provar-se a existeˆncia de bifurcac¸a˜o subcr´ıtica e a estabilidade
global dos pontos de equil´ıbrio livre de doenc¸a e ende´mico. O estudo de modelos de coinfec¸a˜o
do HIV/SIDA com doenc¸as como a mala´ria e a tuberculose e´ um tema interessante e
u´til, dadas as interac¸o˜es. Ha´ ja´ um paper submetido a` revista ”Bulletin of Mathematical
Biology“, sobre ”Dynamics of co-infection of HIV/AIDS and tuberculosis with exogeneous
reinfection“[9].
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